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MANUALES DE CIENCIA

Sobre esta coleccion

Todo progreso humano depende de la educacién, y para conseguirlo nece-
sitamos libros y centros de ensenanza. La Educacion Cientifica es una de las
grandes piezas clave del progreso.

Desgraciadamente, no siempre es sencillo disponer de libros y centros de
ensenanza. No obstante, con ayuda de la tecnologia moderna, hoy en dia
todo el conocimiento acumulado a nivel mundial esta al alcance de cualquiera
a través de los enormes bancos de datos disponibles en la Red (la ‘red’que
conecta los ordenadores de todo el mundo).

La colecciéon “Manuales de Ciencia” estda orientada a explotar esta nueva
tecnologia, poniendo al alcance de cualquier persona el conocimiento basico
en todas las dreas de la ciencia. Cada manual cubre, con cierto grado de
profundizacion, un area bien definida, partiendo de los conocimientos mas
basicos y alcanzando un nivel de acceso a la Universidad, y se encuentra
a disposicion totalmente gratuita en la Red, sin coste alguno para el lector.
Para obtener una copia deberia ser suficiente con hacer una visita a cualquier
biblioteca o lugar ptublico donde haya un ordenador personal y una linea
telefénica. Cada manual servird, asi, como uno de los “bloques” sobre los que
se construye la Ciencia, y todos juntos constituiran una biblioteca cientifica
‘de ganga’.

Sobre este libro

Este manual, al igual que los otros de la coleccion, esta escrito en un inglés
sencillo!, el lenguaje més utilizado en ciencia y tecnologia. Este Manual,
cimentado en los Manuales 1 (Ntimeros y simbolos) y 2 (El espacio), se ocupa
de las matematicas que necesitamos para describir las relaciones entre las
magnitudes que medimos en fisica y en las ciencias fisicas, en general. Esto
nos lleva al estudio de las relaciones y el cambio, el punto de partida del
andlisis matematico y el cdlculo infinitesimal, necesario en todas las ramas
de la ciencia.

'El manual que tienes delante es una traduccién al espanol del original, en inglés.



Un vistazo previo

En los primeros dos manuales de la coleccién se introdujo el ‘lenguaje’de las
matematicas, es decir, como describir el mundo a nuestro alrededor mediante
simbolos (trazos sobre un papel) que representan las magnitudes que medi-
mos, como la distancia y el tiempo. Ademas, en el Manual 2, utilizdbamos
el concepto de distancia para construir las principales ideas de la geometria
euclidea. Sin embargo, no llegamos a estudiar la manera en la que se pueden
relacionar magnitudes diferentes (es decir, cémo una magnitud y, por ejem-
plo, puede depender de otra x).

Una gran parte de las matematicas tiene que ver con las relaciones y la
descripcion de tales relaciones en términos de simbolos y ecuaciones. Este
campo de estudio se denomina analisis matematico. En este Manual vamos
a aprender sobre este campo asi como todo lo que puede hacerse con él.

e El capitulo 1 muestra tres formas de describir una relacién entre mag-
nitudes. Se puede (1) construir tablas, mostrando pares de valores rela-
cionados; (2) ‘dibujar’dichos valores en una grdfica que nos da una
‘representacion visual’de la relacién; o (3) (si tenemos suerte) encon-
trar una funcién algebraica con la que obtener los mismos valores
relacionados. En cualquiera de los tres casos, diremos “y es funcién de
2”7 y escribiremos “y = f(z)”. En este capitulo hay muchos ejemplos
de funciones simples, sobre cémo e denominan y qué pinta tienen.

e El calculo infinitesimal se encuentra en el corazén del anélisis matematico.
Los tres capitulos siguientes introducen las ideas esenciales de las dos
ramas principales del calculo infinitesimal: la diferenciacién de una
funcién dada y su integracion. Ello se hara utilizando un ejemplo muy
sencillo: la distancia s recorrida por un cuerpo que cae como funcién
del tiempo ¢ a partir del instante en el que se suelta: s = f(¢).

e El capitulo 5 nos llevara a la representacion de cualquier funcion y =
f(x) como una serie de potencias y = ag + a1z + agz? + - - - + a,z".

e Finalmente, en el capitulo 6, echaremos un vistazo rapido a lo que
se puede hacer con todas estas ‘herramientas’: (1) extenderlas a fun-
ciones de mds de una variable, (2) resolver ecuaciones diferen-
ciales importantes en mateméticas, y (3) usar estas soluciones para
representar una funciéon dada de otra manera (como una expansién
de autofunciones), algo fundamental en fisica matematica.
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Notas para el lector

Cuando los capitulos tienen varias secciones, éstas se enumeran de manera
que, por ejemplo, “seccion 2.3” significa “seccion 3 del capitulo 2”. Igual-
mente, “ecuacién (2.3)” significa “ecuacion 3 del capitulo 2”.

Las palabras ‘claveimportantes aparecen impresas en letra negrilla cuando

se utilizan por primera vez. Ademas, estos términos se han recopilado en el
indice al final del libro.
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Capitulo 1

Relaciones entre magnitudes

1.1. Tablas, graficas y funciones

Cuando habldbamos de medir una magnitud fisica al comienzo del Manual 1,
nos referfamos unicamente a la distancia (medida con una regla), el tiempo
(medido con un reloj) y la masa (medida con una balanza). La masa, la
longitud y el tiempo (M, L, T) son tres de las magnitudes ‘primarias’que nos
encontramos en ciencia. Ademas, en el Manual 2, descubrimos lo lejos que se
puede llegar simplemente haciendo consideraciones sobre dos de ellas (L 'y T).
Asi, comencemos desde aqui. ; Qué pueden representar L y T? ; Qué queremos
decir cuando hablamos de una relacién entre ambas magnitudes?

Supongamos que s es la distancia recorrida por un objeto que se mueve
(como una bicicleta, un camién o una piedra cayendo). Tiene dimensiones [s]
= L y es la longitud del camino, desde el punto de partida (en el instante
t = tp) hasta el punto final (en el instante ¢t = ¢y, donde f quiere decir
‘final’). Utilizaremos s y t para representar la distancia recorrida (s) y el
tiempo transcurrido para recorrer esa distancia (¢). Las magnitudes s y ¢ son
variables, mientras que sg y to son wvalores particulares de las variables al
comienzo del movimiento y sy y ¢ son los valores al final del recorrido (valores
finales). En el Manual 2 casi siempre mediamos las distancias a lo largo de
un linea recta (un ‘eje’) y utilizdbamos x, por ejemplo, para denotar una
distancia medida a lo largo del eje x. Sin embargo, ahora estamos hablando
de cualquier tipo de camino, el cual podria ser ‘serpenteante’, por lo que
emplearemos la variable s.

Cuando hablamos de relacion entre las variables s y t, simplemente nos es-

tamos refiriendo a que la distancia tiene un cierto valor (s) en el instante
(t) en el que realizamos la medida. En este caso, s depende del tiempo t, lo



cual expresamos diciendo que s es la variable dependiente que corresponde
a la variable independiente t. Por ejemplo, el conductor de un camién (que
puede estar llevando arena a un lugar de construccién) tendré enfrente de él
un reloj y un ‘cuenta-kilémetros’que muestra los kilémetros que ha recorrido
(es decir, el valor de s que corresponde a un tiempo t). La relacién entre am-
bas magnitudes se puede describir asignando una lista de pares de niimeros
—(s0, to) al comienzo del viaje, (s1,t;) al transcurrir 10 minutos, (sq,ty) tras
otros 10 minutos, y asi sucesivamente. Los valores correspondientes pueden
escribirse en una ‘tabla’, como la siguiente:

o t1 ta tz3 ... tg tog tio lu li2
S| S S1 S92 S3 ... Sg Sg9 Sio Si11 Si12

donde apareceran los tiempos (en ‘unidades’de 10 minutos) y las distancias
respectivas (en km). Si de vez en cuando los pares de valores son registrados
de forma automatica, el conductor del camion obtendra una lista al final de
su recorrido. Supongamos que obtiene una tabla con esos valores, similar a
la siguiente

0.0 10 20 30 40 50 60
0.0 28 101 123 206 294 294
70 30 90 100 110 120

294 359 428 519 61.1 631

t
s
t
s

Esta representara de un modo bastante preciso cémo a sido su viaje —una
forma tabulada de mostrar la relacién entre la distancia y el tiempo. Sin
embargo, si va con ella al jefe, no estara demasiado claro qué es lo que ha
estado haciendo con su tiempo.

Otra manera de mostrar la misma relacién, mucho mas grdfica y facil de
entender, es hacer una ‘representacion’como la que se muestra en la Fig. 1:
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10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
Tiempo (minutos)

Figura 1

Para realizar la Fig. 1, se toman los pares de valores de t y s como las coorde-
nadas x e y de un punto (ver seccién 2.2 del Manual 2) de la representacién
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y después se unen todos los puntos mediante trazos cortos. De este modo,
obtenemos una grafica, una ‘representacién’de la relacién existente entre dos
magnitudes variables (¢ y s).

Obviamente no sabemos lo que sucede entre un punto y el siguiente, ya
que los unicos valores de s que tenemos son para valores de t de 10 en
10 minutos —y, claro, en 10 minutos pueden suceder muchas cosas (podria
haber una averia y los valores de s no variarian hasta que se arreglase). Si
dibujamos una linea suave que pase por todos los puntos, esto significa que
estamos suponiendo que no hay cambios stibitos durante cualquier intervalo
de 10 minutos (es decir, que las cosas contintian de la misma forma mas
0 menos minuto a minuto). En cualquier caso, la Fig. 1 da solamente una
idea aproximada del viaje, con la ventaja de que es mas facil de seguir que
una gran tabla de ntimeros y, ademés, podemos entender mas facilmente su
significado. Por ejemplo, el camion no ird muy lejos durante los primeros 10
minutos (menos de 3 Km, mientras que una buena velocidad para un camién
estaria en torno a unos 8 Km cada 10 minutos); hay que tener en cuenta que el
conductor tendria que entrar en la carretera, llenar el depdsito de la gasolina,
etc. Durante los préoximos 10 minutos, el resultado es mejor, haciendo 7,3 Km.
Sin embargo, en el siguiente intervalo, el conductor sélo avanzoé 1,6 Km. ; Por
qué? De hecho, el conductor tendria que pararse en una cantera para cargar
arena y grava que luego llevaria al lugar de construccion; asi, practicamente
durante los 10 minutos el camién no se moveria en absoluto. Tras eso, el
conductor se dirigié6 a una carretera buena e intenté recuperar el tiempo
perdido. En los proximos 10 minutos hizo 8.3 Km y después 8.8 Km (una
buena marca para un viejo camién). Sin embargo, el conductor no pudo
continuar asi: habia estado conduciendo durante casi una hora y, ademas,
cargando el camién, por lo que estaba cansado y con sed. Si te fijas en la
grafica, veras que la distancia s no cambi6 durante los siguientes 20 minutos:
el conductor paré para beber y charlar con otros conductores (y el tiempo
pasa mucho més rapido de lo que no se imagina).

En la primera mitad de la segunda hora, el conductor progresé bastante bien,
excepto por el hecho de que no hizo mas de 7 Km en cualquier intervalo de
10 minutos. Sin embargo, recorrié mas de 9 Km en cada uno de los siguientes
dos intervalos. ;Por qué sucedid esto? La carretera era colina arriba durante
los primeros 14 Km. Una vez que lleg6 a lo mas alto, fue colina abajo durante
el resto del camino, cogiendo asi velocidad y haciendo 18 Km en los siguientes
20 minutos. Después, llego a la ciudad, donde habia trafico, bicicletas y gente
cruzando la carretera, por lo que tenia que ir méas despacio. Asi que recorrer
los siguientes 2 Km le llevaron 10 minutos.

Ahora ya puedes comprender por qué la descripcion gréfica de la relacion



entre s y t es tan util: con una simple mirada a la grafica uno obtiene una
buena idea de lo que esta sucediendo —e incluso el por qué— sin necesidad
de realizar ningtin tipo de calculo. El uso generalizado de graficas se da tanto
en matematicas como en fisica, y también en la mayoria de las ciencias.

Hay una tercera forma, no obstante, de describir la relacién entre dos mag-
nitudes = e y. Algunas veces se puede encontrar una regla matematica, una
formula, para obtener el valor de y dado el valor de x. Como ejemplo,
supongamos que dejas caer una pequena piedra desde el tejado de un ed-
ificio muy alto. La distancia que cae en un tiempo t (a partir de ahora la
denotaremos con s, que no hay que confundir con la abreviatura ‘s’con que
denotamos el ‘segundo’) depende de ¢ segiin la regla

s = ct?, (1.1)
donde ¢ es una constante con un valor aproximado ¢ = 5 ms~2. ;Por qué lo
escribimos de esta forma tan extrana en vez de decir, simplemente, ¢ = 57 Ello
se debe a que las magnitudes fisicas, las cosas que medimos, no son ‘simples
nimeros’—son numeros de unidades. Aqui, m es la unidad de longitud (L)
—el metro—, mientras que s es la unidad de tiempo (T) —el ‘segundo’.
Decimos, asi, que ¢ “tiene dimensiones” LT~2. Por tanto, si utilizamos la
férmula (1.1) para determinar cudn abajo cae la piedra en dos segundos,
debemos poner t = 2 s; la respuesta sera

s = extxt=5ms ?x2sx2s
= (5x2x2)(ms %s?) = 20 m.

La tnica aritmética que necesitamos realizar es multiplicar los numeros;
las unidades ‘cuidan de si mismas’y el resultado correcto que se obtiene es
20 metros. En general, una magnitud con dimensiones LT nos dard otra
con dimensiones de longitud (L) cuando la multipliquemos por dos factores
tiempo (T?). Anteriormente se dijo (ver seccién 2.1 del libro 2) que si conoce-
mos las dimensiones de una magnitud, es facil cambiar nuestras unidades de
medida; si tomamos una nueva unidad que sea k veces mayor que la unidad
anterior, la medida numérica de la magnitud serd k veces mds pequena. Asi,
pues, si decidimos utilizar el ‘pieén vez del metro como nuestra unidad de
longitud (1 pie = 12 pulgadas = 12 x 2,54 cm = 30.48 cm =~ 0,30 m), ten-
dremos 20 m = 20/0.30 pies ~ 66,67 pies. Por otra parte, la magnitud ¢, con
un factor L en su férmula dimensional, pasard a ser ¢ = 5/0,30 pies s72 =
16.67 pies s~2.

La tercera forma de describir una relacién entre dos magnitudes, empleando
una férmula como (1.1), es a la que nos referiremos en la mayor parte de este
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libro. Siempre que sea posible encontrar una férmula, podemos utilizar los
métodos del andlisis matemdtico, incluso cuando la formula sea mucho mas
complicada que (1.1) y queramos realizar preguntas dificiles sobre la relacién
y su significado. Sin embargo, antes de ir a los detalles, hemos de observar
que cualquier relacion entre dos magnitudes —una variable independiente
x y una variable dependiente y— puede ser expresada de forma abreviada
como

y = [f(z), (1.2)
que se lee “y es funcion de x”. Esto significa que, para cada valor que podamos
asignar a x, existird un valor y relacionado —la variable que depende de .
No necesitamos tener una bonita férmula sencilla, tal como (1.1); si no la
tenemos, debemos conseguir los valores relacionados a partir de una lista que
nos haya sido dada o leerlos en una grafica —que es una manera méas “grafica”
de representar los valores medidos. El ‘simbolo de la funcion’f simplemente
significa que si nos dicen z, tendremos la manera de conseguir el valor y
relacionado.

Por supuesto, una variable dependiente puede depender de varias magnitudes
variables. Por ejemplo, si escalamos una colina, podemos desplazarnos una
distancia x hacia el este y, después, una distancia y hacia el norte, alcan-
zando la altura z sobre el nivel a partir del cual empezamos. En tal caso,
escribiriamos

z = f(z,y). (1.3)

Esta ecuacién describira la superficie de la colina, pues si comenzamos a partir
de un punto con coordenadas (X,Y) y caminamos sélo en la direccién este-
oeste, manteniendo constante el valor de y (y = Y), la altura vendra dada
por z = f(z,Y) —una funcién de una tnica variable x. Si, por el contrario,
caminamos sélo en la direccién norte-sur, manteniendo x constante (z = X),
el camino vendra descrito por la funcién z = f(X,y) —siendo y la tnica
variable independiente.

Antes de ir mas lejos, no obstante, continuaremos hablando de funciones
de una tunica variable, no permitiendo que z e y varien al mismo tiempo.
Denotaremos la variable dependiente como y, como siempre, en vez de z.

1.2. Algunas funciones simples

A menudo, la relaciéon entre dos magnitudes puede representarse mediante
una férmula simple, tal como (1.1). Este es un caso especial de

y = f(z) = cx", (1.4)
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en el que las variables independiente y dependiente se han denotado con x e vy,
respectivamente, y a n se le ha asignado el valor n = 2. Podemos representar
la relacién dibujando una grafica, como en la Sec. 1.1. Al hecho de marcar los
puntos (x,y) para los valores correspondientes de x e y, y unirlos mediante
una curva suave, se le denomina “graficar la curva”.

y=1/x

Figura 2 Figura 3

El resultado se muestra en la Fig. 2. Esta curva se denomina parabola; parte
de y =0 a x =0 y se eleva suavemente a valores cada vez mas grandes, sin
limite, a medida que x crece. Decimos que “y tiende a infinito cuando x tiende
a infinito” o, simbdlicamente, y — oo cuando r — oo. Cuando la variable
independiente es un tiempo, = ¢, como en (1.1), la ‘rama’correspondiente a
los valores positivos de t es la rama derecha de la parabola. La otra mitad, la
izquierda, corresponde a valores negativos de x, siendo la curva total simétrica
con respecto al eje y, ya que el valor y = 22 no cambia si usamos —z en vez
de z. En este caso también decimos que la funcién describe una funcién
par de z, ya que depende s6lo de una potencia par (n = 2) de la variable
independiente.

Si tomamos el valor n = —1, obtendremos la curva de la Fig. 3. La funcion
y = cx~! = ¢/x describe una hipérbola; a medida que x se hace mayor, y hace
lo contrario. Simbodlicamente, y — 0 cuando x — co. Sin embargo, cuando
xr — 0, sucede algo muy especial: y — 00, pero de tal manera que la curva
se hace cada vez mas cercana al eje vertical x = 0 (es decir, el eje y). La
hipérbola tiene una asintota en x = 0. Al ir hacia valores negativos de z,
vemos que hay una singularidad (un punto muy especial) en x = 0. Ahi, la
curva se parte en dos ramas separadas, siendo la parte para x negativa (pero
con |x| > 0) como la rama positiva, pero reflejada sobre los ejes. Tanto la
rama positiva como la negativa tienen también asintotas horizontales, donde
se acercan cada vez mas al eje x. La curva completa representa una funcion
impar de x, que procede de una potencia impar (n = —1) de la variable
independiente.



Las funciones representadas en las Figs. 2 y 3 introducen otras dos ideas
importantes. Lejos de un punto singular que pueda existir, ambas funciones
son continuas. Independientemente de cuan cerca estén dos valores de z, los
correspondientes valores de y también se acercaran indefinidamente —en las
curvas continuas no hay ‘roturasni ‘saltos’. Ademads, ambas funciones son
univaluadas, que quiere decir que si conocemos el valor de z, la funcién sélo
aporta un valor para la variable dependiente y. En Ciencia, la mayor parte
del tiempo hablamos de funciones continuas y univaluadas. Sin embargo,
es importante tener en cuenta que pueden encontrarse definidas tinicamente
para un cierto rango de valore de la variable independiente. Si esos valores
caen entre © = a y « = b, decimos que f(x) es continua y univaluada “en el
intervalo (a,b)”.

En el libro 1, encontrabamos un ntimero relativamente grande de funciones
que también aparecen una y otra vez en todas las partes de la Ciencia. Nece-
sitamos saber cémo denominarlas.

1.3. El nombre de las funciones

Hay dos clases principales de funciones. Aquellas descritas mediante una regla
(una férmula o ecuacién), que involucran sélo un nimero finito de ‘opera-
cionesélementales, tales como sumar y multiplicar (lo que incluye elevar a
una potencia, ", donde n es un nimero entero), se denominan funciones
algebraicas. Todas las demas relaciones funcionales, aquellas que no son
algebraicas, son funciones transcendentales —van ‘mas allad estan ‘so-
bre’las formas algebraicas.

Un ejemplo del primer tipo es la relacién que resulta de la ecuacién x? +
3zy +y3 = 0. Esta determina un valor de y para cualquier valor dado de x,
incluso a pesar de que no posea una expresion sencilla para y = f(z), con
y a un lado del signo =, pero no en el otro. Decimos que da “y como una
funcién implicita de 2”7, mientras que y = f(z) da y como una funcién
explicita de x cuando puede encontrarse la férmula correspondiente.

El segundo tipo de relacién (transcendental) incluye todas aquellas que impli-
can un numero infinito de operaciones elementales, procediendo normalmente
de alguna clase de proceso limite (ver el capitulo 4 del libro 1) en el que nos
acercamos al valor de y cada vez mas a medida que tomamos mas términos
dependientes de z. En los libros 1 y 2 ya nos vimos funciones como e*, sin x
o coszx, que son de este tipo. Ademas de aquéllas en forma explicita, tam-
bién podemos encontrarnos funciones transcendentales de forma implicita,
en las que la ecuacién que define la relacién contiene una mezcla de términos



dependientes de z e y.

Debido a que las funciones definidas implicitamente son menos comunes que
las otras y, ademas, son mas dificiles de trabajar con nuestros conocimien-
tos actuales, a partir de ahora hablaremos practicamente todo el tiempo de
funciones algebraicas explicitas. S6lo en alguna ocasién consideraremos fun-
ciones transcendentales explicitas.

LQué tipo de funcién algebraica cabe esperar? El siguiente ejemplo puede
ayudar. Las relaciones

(i) 2 + 3vy —4dy =0, and (i) 2* + 22%y* — 3y> = 0,

son algebraicas, pero implicitas. Ambas ecuaciones, sin embargo, pueden re-
solverse para dar las formas explicitas

x? x?

I~ W= m=

La primera expresa y en términos de x utilizando sélo un ntmero finito de
operaciones elementales (sumas, multiplicaciones y sus inversas —la resta y
la divisién, respectivamente), y se denomina funcién algebraica racional.
Tales funciones pueden expresarse siempre de la forma y = f(x)/F(z), donde
f(x) y F(z) son polinomiales de la forma ag + a1x + axx® + . .. + a,z", que
es una funcién entera racional. El segundo resultado, (ii), no es una forma
entera racional, porque involucra la operacién de tomar la raiz cuadrada —
que es una potencia fraccionaria. (Es posible imaginar funciones algebraicas
que no se ajustan a ninguno de estos dos tipos, pero las utilizaremos.)

Con respecto a las funciones transcendentales, la mas importante con la que
nos hemos encontrado ya es la funcién exponencial. Se define mediante una
serie (ver seccién 5.1 del libro 1) y se suele denotar mediante y = f(x) =

exp(x), donde
r?
y:exp(x):l—l—x%—g—i—?%—... (1.5)
es la suma de un ntimero infinito de términos, cada uno de la forma z"/n!
(n!, el ‘factorial de n’, es el producto de los primeros n enteros).



y = exp(z) y = sin(z)

Figura 4 Figura 5

El comportamiento de esta funcién, también denotada mediante y = e*, se
muestra en la Fig. 4. Su valor crece suavemente a medida que x va desde
—o0 a o0. La curva corta al eje y en el punto donde z =0e y = 1.

Los otros dos ejemplos importantes son las funciones ‘seno’y ‘coseno’(ver
capitulo 4 del libro 1), definidos mediante las series

cos(z) = —ort T sin(x):x———i——.—.... (1.6)

Estas series relacionan el seno y el coseno de un angulo x, definido geométri-
camente (ver seccién 3.2 del libro 2), al propio angulo cuando éste se expresa
en radianes. Ambas funciones estdn acotadas, ya que y tiene una cota supe-
rior +1 y una cota inferior —1. Ademas, son periddicas, ya que se repite el
mismo ciclo de valores una y otra vez a medida que x crece en 27 radiantes
(360 grados sexagesimales). El seno de z se muestra en la Fig. 5; el coseno
es exactamente igual, sélo que la curva esta desplazada m radianes a lo largo
del eje x.

1.4. Las funciones inversas

La funcién y = f(z), una vez escrita como una férmula, nos da el valor de
y asociado a cualquier valor de x que elijamos. Sin embargo, ;qué sucede
si preguntamos “cudl es el valor de x que, puesto en la férmula, nos da un
determinado valor de y”? En este caso, la y es la “variable independiente”
(la que nosotros elegimos) en vez de x, y puede suceder que no tengamos una
férmula que nos de una respuesta.

Si utilizamos una grafica para expresar y en términos de x, no hay ningin
problema, ya que cualquier punto de la curva nos dird tanto (i) el valor de
y asociado con un valor dado de z, como (ii) el valor de z asociado a un
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determinado y. Sin embargo, dado que habiamos acordado que la variable
independiente se representa a lo largo del eje horizontal y la dependiente a
lo largo del vertical, necesitaremos intercambiar los ejes. La funcién y = 22
mostrada en la Fig. 2 pasard a ser como en la Fig. 6, donde los valores de y
se han representado horizontalmente y los de x verticalmente.

z = log(y)

Figure 6 Figure 7

La nueva funcién, que da z en términos de y, puede escribirse como = = g(y)
para mostrar que es diferente de la que nos da el cuadrado de la variable.
En el caso que estamos tratando, ya conocemos la regla que hay que aplicar
para determinar z a partir de un cierto valor de y. Las dos férmulas que
necesitamos son

y=flx)y=2> x=g(y) = (1.7)

donde la segunda es justamente la definicion de lo que denominamos “raiz
cuadrada” de y, es decir, el nimero cuadrado que nos da = en la primera
férmula (ver seccién 4.2 en el libro 1). Observemos, no obstante, que la fun-
cién inversa puede tener propiedades muy diferentes con respecto a la de
partida: un valor de y = 2?2 procede de los dos valores diferentes de la vari-
able independiente z y —x. Por tanto, x = #,/y es una funcién bi-valuada
de y (donde la raiz, en si, se toma como positiva).

La funcién g(y) = /y también puede escribirse como g(z) = /z, ya que
no importa el nombre que le demos a la variable. A menudo se denomina
simplemente como el argumento de la funcién. En este caso, g(z) es la
(funcién) inversa de la funcién f(x) = z%. De igual manera, cuando y =
f(z) = 2™, la funcién inversa g(x) se denomina “raiz n-ésima” de x y se
escribe g(z) = /z. En la mayoria de la casa, sin embargo, la férmula de
la funcién inversa no se conoce o puede ser dificil hallarla. Por ejemplo, la
funcién inversa asociada a la funcién exponencial, cuya grafica se muestra en
la Fig. 4, se denomina logaritmo y se define tal que

cuando y = f(x) =expz, entonces z = g(y)=logy. (1.8)
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En este caso, aunque es muy sencillo intercambiar los ejes en la Fig. 4 para
obtener la funcién que se muestra en la Fig. 7, es bastante complicado encon-
trar una regla matemdtica para obtener la funcién inversa asociada a la fun-
cién definida mediante la serie (1.5). Esto significaria encontrar una férmula
para x, a la derecha de la ecuacién (1.5), en términos de y, a la izquierda.

Obsérvese que con las funciones con nombre, como exp(z), sin(z), etc., sole-
mos dejar fuera de los ‘paréntesis’la variable x. Por ejemplo, en vez de exp(z),
escribimos simplemente exp x. A partir de ahora, haremos esto. Los parénte-
sis son utiles cuando el argumento en si de la funcién es una expresiéon grande
[por ejemplo, (322 + 5) en vez de z].

Muchas funciones y sus inversas proceden de nuestros intentos de resolver
problemas que nos encontramos en Ciencia. Por ejemplo, si la variable y
(que denominaremos N) mide el nimero de parejas macho/hembra en una
poblacién de moscas tras n generaciones, la ley de crecimiento exponencial
posee la forma general

N = Nyexp(cn), (1.9)

donde Ny es el numero de parejas al comienzo del recuento y ¢ es una con-
stante que es mayor cuanto mas rapidamente se reproduzcan. El niimero n
es una medida del tiempo (el nimero que indica la ‘vida media’, que pueden
ser dias en el caso de las moscas). La Fig. 4 muestra cudn rapido crece la
poblacién (valores positivos del argumento c¢n). En el caso de parejas hu-
manas, por ejemplo, la poblacién mundial es ahora diez mil veces mayor que
la que habia hace mil anos. Por supuesto, (1.9) describe el crecimiento so-
lamente en el caso de que no haya restricciones; en este ‘modelo’simple no
se tienen en cuenta los casos de muertes y enfermedades. Si cambiamos el
signo de la constante ¢ en (1.9), la poblacion Ny se ird reduciendo en ca-
da generacion. La rama negativa de la curva representara entonces la ley
de decaimiento exponencial. En cualquier poblacién real, el crecimiento o
decaimiento dependera de muchos factores. Una de las cuestiones mas impor-
tantes para la Humanidad es, precisamente, cémo asegurar que la poblacion
mundial es sostenible —sin depender de enfermedades y muertes, hambre o
guerras, que produzcan un retroceso.
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Ejercicios

(1) Dibujar la curva y = z?* para valores de x entre —5 y +5. Haz lo mismo
para y = 22 +2 y y = 222 + 2. Si, en vez de ello, consideras la funcién
y = px?® + ¢, donde p y ¢ son ntimeros a los que puedes asignar cualquier
valor (valores ‘arbitrarios’), obtendrds una curva similar a la de la Fig. 2.
Intenta describir como variara.

(2) Dibujar la curva y = 1/x para x entre —1 y +1 en intervalos de 0,1.
., Qué sucede cuando x estd muy cercano a cero? jHay alguna singularidad?
Si es asf, jpara qué valores de 2?7 Hacer lo mismo para la funcién y = 1/(z+13).

(3) ;Qué nombre asignarfas a la funcién y = x?/(4 — 3x)? Dando unos pocos
valores a x y obteniendo los correspondientes valores de y, trazar ‘grosso
modoésta funcién para mostrar la forma de la curva. ;Qué sucede (i) cuando
x se hace grande y (ii) cuando adquiere valores entre 1,3 y 1,47 ;Hay alguna
asintota? Si es asi, muéstralas en tu grafica.

(4) Inspecciona ahora la funcién y = z?/+/3 — 222 y represéntala para mostrar
que cémo se comporta dentro del rango comprendido entre x = 0y z =
V/3/2. {Qué sucede en el limite superior?

(5) Calcular los valores y = exp x para los valores z; = 0,01 y 25 = 0,02 a
partir de la serie (1.5) y utilizando unicamente los cuatro primeros términos.
Verifica que los valores de y correspondientes estan relacionados mediante
Y1 X Y2 = Y3, donde y3 = exp(z1 + x2).

(6) Cuando y = expx = €*, se dice que x es el “logaritmo de y en base e”.
., Como pueden describirse los resultados del ejercicio anterior en términos de
logaritmos?

(7) Intenta calcular el valor de la fraccién y = f(z) = (22 — 4)/(x — 2)
cuando |z| —el médulo de z, es decir, su valor sin el signo =— se acerca a
2. Observa que el resultado comienza a parecerse a 0/0, el cual se denomina
indeterminacion. Sin embargo, tus valores van a sugerir que este cociente se
acerca cada vez més 4 —decimos que “tiende a (el limite) 4”. Demuestra que
escribiendo (22 —4) = (x+2)(z —2), puedes probar que este valor es el limite
eracto en x = 2, es decir,
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(8) La fraccién del ejercicio 7 tiende a un limite también cuando x se hace tan
grande como queramos (indefinidamente grande o ‘infinito’). Demuestra que
dicho valor limite es x y que, por tanto, puede ser indefinidamente grande.

(9) Demuestra que la fraccién y = (222 +5)/(z*+ 3x) tiende al limite infinito
y = 2 cuando x — oo. (El simbolo oo representa a “infinito”.) En tal caso,
decimos que
222 + 5
lim 22 o 2
z—o0 12 + 3w

(10) Utiliza los primeros términos de las series definidas por y = sinx e
y = cosx, dados en (1.6), para determinar los limites de las siguientes fun-
ciones cuando r — O:

=2

(b) y = 1 —;20895

(c) y= % (a = constante)
@ y= T

(e) y=uaxsinx + cosz
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Capitulo 2

El calculo infinitesimal

2.1. La velocidad de un cuerpo que cae

En el capitulo anterior hemos hablado de la relaciéon entre dos magnitudes
variables, una (la variable dependiente) determinada a partir del valor de la
otra (la variable independiente). Por ejemplo, la velocidad v de un objeto que
cae depende del tiempo ¢ (es decir, de cuanto tiempo llevo cayendo). Podemos
utilizar este ejemplo sencillo para introducir las principales ideas de la rama
de las Matematicas que se conoce como ‘andlisis matematico’ o ‘cdlculo’, que
a su vez se subdivide en dos: el calculo diferencial y el calculo integral.
El primero se refiere a las tasas de variacion. Esto es, si empleamos = e y
para representar las variables independiente y dependiente, respectivamente,
el célculo diferencial trataria de responder a preguntas como: jcuan rapido
cambia y a medida que aumenta x?

El segundo tipo de calculo se refiere a cémo pueden sumarse — “integrarse” —
pequenos cambios en y, realizados uno tras otro, para obtener el cambio total
experimentado por y al introducir un cambio grande en z.

La relacién entre s, la distancia recorrida por la piedra que cae (comenzando
desde el reposo), vy t, el tiempo necesitado para realizar tal recorrido, forma
una parabola, como la de la Fig. 2. Sin embargo, sélo se necesita la rama
positiva de la curva (ya que el tiempo después del comienzo se cuenta positi-
vamente). La curva es continua, creciendo s mas y més rapidamente a medida
que lo hace t (es decir, a medida que pasa el tiempo). Expresado en forma
de ecuacién,

s = s(t) = ct’. (2.1)

Al decir “més y mas rapidamente”, estamos introduciendo la idea de ve-
locidad (o ‘celeridad’, término mdas preciso si sélo consideramos su valor
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numérico e ignoramos la direccién y sentido). Si la velocidad crece una canti-
dad a durante el primer segundo, la misma cantidad en el siguiente segundo
y asi sucesivamente, diremos ademés que la piedra se mueve con una ‘acel-
eraciéon a constante’ y que v es proporcional a t. Esto quiere decir que si
duplicas t, el valor de v también se duplicara. En forma de ecuacion,

v=1(t) xt=at. (2.2)

Las dos relaciones (distancia/tiempo y velocidad/tiempo) se muestran, re-
spectivamente, en las Figs. 8 y 9. La ‘constante de proporcionalidad’ a en
(2.2) tiene el valor

a = constante ~ 9,81 ms™ 2, (2.3)

(Observar que si pones t = 1 s en (2.2), veras que la velocidad tras 1 s es =
(9,81 m s7?)x(1s) = 9,81 m s}, por lo que la unidad cumple la ecuacién.)

S v

= at

= ct? B

Figura 8 Figura 9

Las dltimas dos ecuaciones explican, mas o menos, todo lo que necesitamos
conocer sobre la caida de cuerpos y que utilizaremos mucho posteriormente.
Lo importante sobre a es que su valor es, aproximadamente, el mismo para
cualquier tipo de objeto que arrojemos en cualquier lugar sobre la superficie
de la Tierra. Veremos mas sobre este tema en el Manual 4; aqui sélo nos
interesan los aspectos matematicos.

Ahora miremos la grafica de v = v(t), Fig.9, que es una recta que pasa por
el origen: muestra v como una funcién lineal de t. La pendiente de esta recta
es a = v/t, el incremento en velocidad (dibujado en la direccién ‘arriba’)
dividido entre el incremento de tiempo (dibujado en la direccién ‘izquierda-
derecha’). Puede compararse a la subida por una colina: la pendiente mide
lo escarpado de la colina.

Tenemos las siguientes férmulas: (i) s = ct?, (i) v = at, (iii) a = constante.
., Cémo se relacionan entre si?

. Qué ocurre a medida que incrementamos ¢t en un pequeno 6t? (Recordad
que la letra griega 0 no representa a algo multiplicando a t, sino que significa
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“una infinitésima parte de”.) Mientras que el tiempo aumenta de ¢ a t + dt,
v va de v a v + dv, como podemos ver en la Fig.10:

v-axis v-axis
v+ qu V3
Y V9
Al
v = t-axis ¢ = == t-axis
t=20  ttFot t=20 _ Uilaly
Figura 10 Figura 11

La constante a, a la cual hemos denominado antes “aceleracién”, es la tasa
de incremento de v, con respecto de t; es la pendiente (v/t) de la recta en la
Fig.10.

La distancia caida s también aumenta un poco, ya que algo que se mueve
con velocidad v avanzard una distancia v x 0t durante el pequeno intervalo
de tiempo dt. Aqui utilizaremos el valor de v = v(t) al principio del intervalo
porque no variara mucho en tan pequeno cambio de tiempo. En resumen:

Cuando el tiempo avanza de t a t + dt,

v aumenta a v + dv, donde dv = adt (siendo a la pendiente de la
grafica de v)

s incrementa a s+ 9s, donde ds ~ vdt, con lo que por tanto pode-
mos calcular ds, la distancia extra recorrida durante el intervalo
0t, que es aproximadamente el drea de un diminuto rectangulo de
altura v y anchura 0t.

Ahora dibujemos lineas verticales desde el eje del tiempo ¢ hasta la recta v =
v(t) en puntos més o menos préximos, como, en la Fig.11, (t1,vy), (t2, v2), (t3, v3).
Para cada incremento de velocidad

5?)1 = a(Stl, (S’UQ = &(Stg, 5?)3 = a(5t3,

hay un correspondiente incremento en la distancia recorrida; estos incremen-
tos se pueden aproximar como

581 = U15t1, (582 = Ug(stg,
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que, en la Fig.11, son representadas como el area de los rectangulos sombrea-
dos.

Podéis imaginaros lo que sigue. Dividimos todo el tiempo desde t = 0 hasta
t =T, digamos, cuando la piedra golpea el suelo, en pequenisimos intervalos
0t, con lo que la distancia total caida en el tiempo T quedara representada
como la suma de las dreas de todos los rectangulos, dibujados igual que los
de la Fig.11, entre los limites ¢ = 0 y t =T. Como se puede ver en la Fig.12,
esto es practicamente lo mismo que el area del triangulo que forman contiene
a todos los rectangulitos; y este area es la mitad del area del rectangulo cuyos

lados horizontales y verticales tienen respectivamente una longitud de 7"y
V.

v-axis y-axis
v = ___y=Y
y A
y =
v = t-axis X-axis
t=0 _ t="1T r=0 _ r=X
Figura 12 Figura 13

Usando que V = aT', podemos obtener la siguiente férmula para calcular la
distancia total caida en un tiempo 71"

Distancia total recorrida = (T x V) = 1aT™. (2.4)
Por tanto, ahora podemos relacionar las constantes que vefamos en (2.1) y
(2.2): ¢ = 3a.

Sobre este ejercicio que hemos realizado, hay que mencionar un par de cosas.
Lo primero, que la piedra en caida libre es tinicamente un ejemplo sencillo
de un proceso que se puede realizar para cualquier relaciéon y = f(x) entre
dos variables, — incluso cuando la pendiente de la grafica que forman no sea
constante, como es el caso de a, sino que esta varie, formando una curva como
la de la Fig.13 en lugar de una linea recta —. Lo segundo, que los resultados
que hemos obtenido han sido casi todo el rato aproximaciones, debido a que
consideramos pequenas variaciones 0t, pero no muy, muy pequenas, o “in-
finitésimas”: si hacemos las divisiones lo suficientemente pequenas, podemos
obtener resultados tan precisos como necesitemos, siendo estos ezxactos ‘en el
limite 0t — 0’. En la proxima Seccién analizaremos todo esto de forma més
detenida.
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Antes de empezar con el andlisis matematico, resumamos lo que hemos des-
cubierto utilizando tinicamente graficos y geometria sencilla. Para cualquier
funcién y = F(x), la tasa de variacién de la variable dependiente ¥, con re-
specto a aumentos de dx coincide con la pendiente de la curva en el punto
(z,y) que estudiemos — no exactamente en este punto, sino en el pequemnio
intervalo en el que  aumenta hasta x + dx.

En el ejemplo de la piedra, la funciéon que ahora llamamos F' calculaba la
distancia s recorrida, en funcién del tiempo t: s = F(t); y el ratio de variacién
de s con respecto de t, la pendiente de la grafica de F', lo denominamos
velocidad v. De la misma manera, podemos escribir v = f(t), ya que vimos
que v no era constante, sino que dependia también de en qué parte de la curva
F(t) la calculdsemos. Por lo que nos interesan dos funciones de la variable
independiente ¢:

s = F(t), v = f(t) = (pendiente de F(t) en un punto t) (2.5)

Ademas, en las dos tltimas Figuras, vimos como el drea bajo una curva como
v = f(t), entre dos limites t = 0 y t = T, podia utilizarse para obtener la fun-
cién s = F(t). Eso es vital, ya que implica que, al igual que podemos obtener
la funcién f(x) como pendiente de otra funcién F'(z), podemos también con-
seguir F'(z) a partir del drea, bien definida, bajo la grafica de la funcién f(z).
En resumidas cuentas, hemos ideado un método para pasar de una funciéon
a la otra en cualquier direccion: encontrar la pendiente de una funciéon lo
denominamos ‘derivacién’y su estudio se llama calculo diferencial, mien-
tras que calcular su area se denomina ‘integracién’, y su estudio, calculo
integral. Muy a menudo estas dos ramas del cédlculo se estudian por separa-
do; pero en realidad son ‘dos lados de una misma moneda’, la integracién es
simplemente la operacion inversa a la derivacion. Las estudiaremos ambas
en las siguientes secciones.
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2.2. Infinitesimalmente grande, infinitesimal-
mente pequeno. Los limites

Existen tres ramas principales de las Matematicas. La primera de ellas parte
de conceptos sobre nimeros y sobre el uso de simbolos en aritmética y alge-
bra; esta rama la desarrollamos bastante en profundidad en el Manual 1.
La segunda trata temas relacionados con el espacio y la geometria; ésta la
estudiamos en el Manual 2. Estas dos ramas tuvieron sus origenes hace mile-
nios, pero la tercera gran rama de las matematicas es mucho mas reciente:
comenz6 a desarrollarse hace apenas tres siglos, v es la que denominamos
Analisis Matematico. Comprende muchos conceptos de los que ya hemos vis-
to algo (por ejemplo, las ‘series infinitas’que usamos en el Manual 1 para
definir nimeros que no podiamos definir mediante un ntimero finito de op-
eraciones elementales, como la multiplicacién y divisién); pero los estudia de
manera mucho mas precisa y cuidadosa. En la iltima Seccién, ya pensamos
en utilizar ‘procesos infinitos’: por ejemplo, la tasa de variaciéon de y = f(x) la
definfamos en un punto sobre la curva fijindonos en la pendiente de esta curva
en un intervalo cuyos extremos estaban ‘infinitamente proximos’- siendo el re-
ducir una parte de la curva a un tinico punto el proceso infinito. Otro ejemplo
era la divisién de un drea en un nimero infinitamente grande de rectangulos
infinitamente estrechos. Estos procesos infinitos son diferentes de aquellos
que vimos en el Manual 1 (por ejemplo en el Capitulo 5) porque tratan con
funciones, en lugar de con secuencias de niimeros. También nos hemos encon-
trado con el concepto de limite, como el niimero al que la suma de una serie de
n términos se acerca a medida que n aumenta y aumenta. Un ejemplo de ello
era el numero decimal 0,1+ 0,01+ 0,001 + 0,0001 4+ 0,00001 ... = 0,11111 ...
que representa la fraccién 1/9; se acerca y acerca al limite, pero para llegar
de manera exacta, se necesitaria hacer un niimero infinito de sumas, ya que
la serie nunca termina.

Bueno, dentro de esta Seccién el primer proceso infinito que vamos a tratar
es el calculo de la pendiente de una curva en el punto P con coordenadas

(z,9).
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Figura 14 Figura 15

En la Fig.14 la pendiente media de la curva en el intervalo PQ es igual a
Ay/Ax (distancia ‘vertical’, dividida entre distancia ‘horizontal’); pero esto
no es lo mismo que la pendiente “en el punto P”. (Fijaos en que los puntos
inicial y final de la curva los expresamos como (g, o) y (X,Y), de la misma
manera que P es (z,y) y que Q tiene como coordenadas (x + Az, y + Ay))
En la Fig.14 se muestra la tasa de variacion de y a medida que x aumenta
— simplemente es la pendiente de la linea que pasa por P y Q. En andlisis
matemadtico, trabajamos con las tasas de variaciéon Ay/Ax y estudiamos
cdémo estas varian cuanto mas pequenos son los intervalos. Cuando Az y Ay
son finitos, su cociente sélo aproxima la pendiente de la curva en el punto P
— vy es lo que denominamos ‘tasa de variacion media’— pero lo que realmente
queremos es la pendiente de la recta que toca a la curva en el punto P
(esta recta se denomina la tangente en P de la funcién). Para hallarla, no
vamos a poner una regla junto a la funcién y hacer medidas: vamos a utilizar
Unicamente la aritmética.

Comenzamos tomando de la funcién variaciones muy muy pequenas a las
que llamaremos 0x y dy en lugar de Az y Ay, y calculamos el cociente dy/dx
haciendo esta division. Pero a medida que dx se hace méas pequeno, mas
complicada resulta la tarea. Tomemos como ejemplo y = 2, en el punto
donde =z = 6,y = 6 x 6 = 36. Primero apliquemos una pequena variacion
d0x = 0,01 y calculemos el valor de y en el nuevo punto donde z valga z+dx =
6,01. El valor de la nueva y serd de y + dy = (6,01)* = 36,1201, por lo que el
incremento dy valdra 0.1201 y el cociente dy/dz serd de 0.1201/0.01 = 12.01.

Ahora tomemos dx = 0,001, para tener un valor de dy/dx todavia mas proxi-
mo al punto z = 6,y = 36. El resultado serd

Sy 36,012001 — 36,000000  0,012001
ox 0,001 0,001

= 12,001,

que es casi exactamente 12. Si continuamos con el proceso, cada vez hal-
laremos valores mas y mas préximos a este nimero, pero para obtenerlos
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necesitaremos primero calcular la funcién y = 2? de manera cada vez més
precisa, y luego dividir dy que es casi 0 entre dx, que también es proximo a
0. Estamos buscando un limite, en este caso 12, que parece estar cercano a
0/0 lo que no tiene sentido. jDebe haber una forma més facil de hallarlo!

Como hemos dicho antes, otro proceso infinito con el que nos encontramos en
la dltima seccion fue el calculo del drea bajo una curva mediante su division en
rectangulos estrechos: La Fig.15 os refrescara la memoria sobre el problema.
El area total que queremos calcular, llamémosla A, esta contenida entre la
curva de la funcion, el eje X y los limites verticales en z¢ y z. En la figura se
nos muestra ya hecha la division en rectangulitos; en ella, si un rectangulo
de altura y tiene una anchura de dz entonces su area serd de 04 = y X
d0xr — aunque no de manera exacta, ya que la parte superior del rectangulo
estd curvada. Como ya hemos visto, a medida que usemos un mayor ntimero
de tiras mas y mas delgadas, la aroximacién mejora: obtendremos el limite de
manera exacta solo si tomamos un nimero infinito de tiras infinitésimamente
pequenas — jpero ain no sabemos cémo hacerlo!

Lo que si podemos ya afirmar es que, si anadimos un rectangulito mas a la
derecha del ultimo, el area total A aumentara en dA; con lo que conocemos
la tasa de wvariacion del drea a medida que el limite derecho se mueve —
X — X + 0x. Es el cociente §A/dz, y para la funcién y = 22 este es

0A  yox 9

_— — = =

ox or Y
—lo que es un resultado exacto, con dz en el numerador siendo cancelado con
dx en el dneominador.

En resumen, el area es una funcién de z, la posicion de su limite derecho
A=A(z), dA/)dx = f(z).

En otras palabras, para cualquier funcién dada y = f(z), podemos no conocer
su correspondiente funcién drea A(z), pero si sabemos que la pendiente de la
grafica de A = A(x) en un punto (z,y) vendrd dada por la funcién original

().
En la Seccion siguiente, estudiaremos cémo calcular pendientes y areas de
manera exacta — lo que es un problema central del Calculo.

2.3. Derivadas e integrales

En la Seccién anterior vimos que calcular la pendiente de una grafica en un
punto dado, mediante el limite dy/dz, no es ficil: a medida que dz y dy
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tienden a 0, no esta claro a cuanto tendera su cociente, ya que 0 entre 0 no
significa nada.

Para solucionar este problema, utilizaremos el mismo ejemplo, y = f(z) = 2
pero ahora trataremos de simplificar la fraccién dy/dx expresando oy en
funcién de dz y viendo si algo se cancela. De esta manera podemos obtener
un resultado, usando algebra antes de tener que aplicar la aritmética.

Cuando sustituimos los Az y Ay de la Fig.14 por los mucho mas pequenos
dx y dy, la coordenada y del punto superior (Q) de la grafica se convertira en

y+ 0y = (v +6x)° = (v + 6x) x (z + 0x) = 2% + 226z + 627
y sustituyendo y (= 2?) nos queda la siguiente expresién para dy:
Sy = 2xdx + o’
Si ahora dividimos ambos lados entre dx nos queda

6—y:2a:—|—5x
ox

y esto es cierto para cualquier dx.

Asi que si existe el limite cuando éz — 0 y es 2x. Escribimos el resultado
como 5

lim %9 _ 2x.

5z—0 0%
Este valor, el del limite del cociente, nos da la pendiente de la curva de la
Fig.14 en el punto P, y se denomina la derivada en el punto P(z,y) de
la funcién y = f(x). Frecuentemente, se escribe como dy/dz, para que se
asemeje a un ratio; pero no se debe olvidar que es s6lo el nombre con el que

denominamos al nuimero.

En la anterior Seccién calculamos, para x = 6, el valor aproximado dy/dx ~
12,001; pero ahora podemos afirmar que su valor ezacto es dy/dz = 2x = 12.

Podemos también escribir una férumla para encontrar la derivada dy/dx
de cualquier funcién y = f(z) yendo a través de los mismos pasos — pero
cambiando el y = x?. Para obtener el numerador en la fraccién dy/dz, antes
de calcular el limite con dx — 0, simplemente tomamos la diferencia de dos
valores de la funcién, f(z + dz) menos f(z), y luego dividimos entre dz:

oy _ flo+0x) — f(x)

ox ox

finalmente, aplicamos el limite x — 0 y asi obtenemos el valor numérico de

dy/dz:

%: lfm 5_y: lim flo+ow) — flz)

dr 62—00x  62—0 ox

(2.6)
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Y asi es como derivamos, o lo que es lo mismo, “encontramos la derivada”
ide cualquier funcién!

Entonces, volvamos al otro proceso infinito que queriamos estudiar — el de cal-
cular el drea bajo una curva mediante su divisiéon en pequeisimos rectangulos
verticales, o “tiras”. A este proceso le llamamos integracion de la funcién
y = f(z) (a partir de cuya curva queremos calcular el drea) y al resultado
que obtenemos le llamamos integral de la funcién. Siendo mas precisos, como
veremos mas adelante, existen varios tipos de integrales; en este caso inte-
gramos dentro de unos limites (las barras verticales que definfan la porcién
de drea que querfamos calcular) a los que podemos llamar x = X y z = o,
como en la Fig.15, por lo que el resultado que obtendriamos se denomina
realmente integral definida desde x = xy hasta © = X.

Para calcular el area podemos comenzar con tiras de anchura A, de tal man-
era que la primera vaya desde x = 0 a 7 = A, la siguiente desde z; = A
a To = 2/, y asi sucesivamente, hasta que llegamos a la tltima, que acabe
en X = NA. Para una funcién lineal y = f(z) = z, como la de la Fig.11,
los valores correspondientes de la y seran y, = x1, yo = 29, ... yy = X; y la
suma de las dreas de las N tiras sera

Sy =y A+ 1A+ yvA=(1+2+3+ ... N)A?

Del Manual 1 sabemos como estudiar una serie como esta. La escribimos otra
vez, en orden inverso, tal que

Sy=(N+(N—-1)+(N-2)+ .. 1)A?

y sumamos las dos series, con lo que obtenemos 2Sy = N x (N + 1) (ya que
hay N términos, cada uno con el mismo valor: (N +1)). Por lo tanto, el drea
total vale

Sy = iN(N +1)A? (2.7)

, de lo cual deducimos que ésta depende del nimero de tiras que hayamos
utilizado.

Necesitamos calcular el valor en el limite de (2.7) cuando N tiende a infinito, y
los rectangulitos son infinitamente estrechos. Y podemos obtenerlo en funcién
del valor del limite superior de integracién (X ), porque X = NA y por ello
A depende del nimero de tiras: A = X/N. Si aplicamos esto en (2.7) nos
damos cuenta de que

Sy =iIN(N+1)(X?/N?) =1iX?(1++). (2.8)

2

Ahora esta claro que cuando N — oo, Sy — %XQ. Este limite de la suma
es el area eracta bajo la curva comprendida entre los limites de integracion
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=0y z = X:es laintegral definida de la funciéon y = f(z), desde x =0 a
xr = X y lo representamos de la siguiente manera:

y=f(z)=ux, /o f(x)de = 3 X2 (2.9)

Por supuesto, no hay nada especial sobre el limite superior x = X; o rela-
cionado con el nombre que usemos para la variable independiente — podriamos
perfectamente utilizar ¢ en lugar de x. Por lo que la integral en (2.9) se puede

escribir igualmente como
/ f(t)dt.
0

Al definirla de esta manera, la denominamos integral ‘indefinida’de f(z), y
se suele escribir [ f(x)dz. {Pero ya entraremos en detalles luego!

El simbolo f usado en (2.9) representa una ‘gran S’; para indicar ‘suma’, y
el dz sirve para recordar sobre qué variable estamos integrando; en este caso,
‘con respecto de 2’. E1 0 y la X indican, como hemos visto antes, el ‘intervalo’
en el que integramos, desde el limite inferior 0, abajo, hasta el superior X,
arriba. Esta es la notacién mas comun utilizada en la actualidad, pero como
vimos al final de la Seccién 3.1, la integracion no es mas que la operacion
tnversa a la derivacion — por lo que es perfectamente vélido usar el simbolo
D, para la operacién de derivar, y D~! para la integracién. Trataremos esto
en profundidad en proximos capitulos, pero id queddndoos con la idea de que
si dos funciones f(x) y F(z) estan relacionadas por

_dF

fla) =S

Fla) = / f@)da, (2.10)
enonces podemos perfectamente escribir también
f(z) = DF(x), F(z)=D"'f(x). (2.11)

Vamos a hacer un pequeno aparte para dejar definidos algunos términos que
vamos a utilizar més adelante:

s Diferenciales Cuando calculabamos la derivada de una funcién y =
f(z), dijimos que dy/dx era un valor numérico (que calculdbamos como
limite de una expresién) y no una fraccién con dos nimeros distintos,
dy y dz. Pero (jsiempre que seamos cuidadosos!) podemos utilizar los
simbolos dz y dy por separado, pasando a denominarse ambos difer-
enciales de su respectiva variable.
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Al principio de esta Seccién utilizamos el ejemplo y = f(z) = z?, para el
cual descubrimos que si la z aumenta dz, y aumentard dy = 2z6x+ x>
La tasa de variacion de y para x, en un intervalo muy proximo al punto

(x,y), era por tanto
oy
—= =2z + dxa
ox
y dy/dx en el punto (x,y) se calculaba como el limite de la siguiente
expresion:
dy oy
— = lim —= = 2.
dr  sx—00x
Si ahora usamos dx para nombrar al infinitésimo incremento dz, llaméndo-

lo “diferencial”, sigue que

oy = %dx + da?.
dx
En otras palabras, el aumento de y serd 6y = (dy/dz)dz + da®. Esta
es la razén por la cual, especialmente en libros antiguos, se suele hacer
alusion a la derivada dy/dx como el “primer coeficiente del diferencial”
— ya que, cuando 0y se expresa mediante potencias de dx, entonces
dy/dx es el primer coeficiente de la expansion.

El diferencial dy se define simplemente ignorando todos los términos
de la expansién tras el primero. Con esta definiciéon, podemos escribir

dy = (dy/dx)dx (2.12)

y si dividimos ambos lados de la ecuacion entre dx resulta que la deriva-
da dy/dx (valor numérico) puede ser escrita como el cociente entre dos
diferenciales, dy entre dux:

dy + dz = (dy/dx) (2.13)

- donde el simbolo de divisién (=) se usa para mostrar que la cantidad
a la izquierda es realmente un cociente entre dos pequenas cantidades,
en vez de el coeficiente diferencial (dy/dz). Pero recordad que (2.13)
parte del modo en que hemos definido dy; y que, tomemos lo pequeno
que tomemos dzx, el diferencial dy no sera exactamente igual al corre-
spondiente cambio (dy) en y. Veremos ejemplos en los que trabajar con
diferenciales puede resultar muy tutil.

Derivadas sucesivas Al comienzo de la Seccion 3.1, usamos el simbo-
lo D para hacer referencia a la operacion “derivar con respecto de x”,
tal que
dy

Dy =Df(z) = 7~
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es una notacién mas para la derivada de una funcion. Pero, ya que
en general la derivada de f(z) es otra funcién de = (que usualmente
se escribe f'(z)) podemos derivar a ésta una segunda vez, con lo que
obtenemos

DDy = DDf(z) = Df'(z) = f" ()

— una vez mas, otra funcion de x, que denominamos segunda derivada
de f(z).Y esto se puede repetir para obtener hasta la derivada nésima.

Si usdsemos la notacién original para derivar, escribiendo (d/dx) en
lugar de D, esta ultima ecuacién se convertiria en

d d
——f

d ! Y/
(@) = (@) = ()

y esto se puede acortar escribiendo

d d d?
@) = < f(w) = (@) (214
Esta es la notacién que a menudo utilizamos para las segundas, y sucesi-
vas, derivadas: corresponde a tomar el ‘cuadrado’ de la operacién d/dz
y para expresar la ‘derivada nésima’ lo hacemos de manera similar me-
diante

Dy = 1Y
Y= Qe
En el préoximo Capitulo comenzaremos haciendo una coleccion de derivadas
e integrales de algunas de las funciones més comunes. Pero antes de hacerlo,
debemos pensar como podremos utilizarlas, ya que no podemos hacer una
coleccion lo suficientemente grande como para incluir todas las funciones que
vayamos a necesitar alguna vez, — jya que esta lista nunca acabaria! Sin
embargo, las derivadas e integrales de una pequena lista de funciones si nos
pueden ser tutiles si sabemos como combinarlas.

2.4. Construyendo objetos mas grandes

Suponga que tenemos ya hecha una lista con funciones estandar, u = u(z), v =
v(x), ... y sus derivadas con respecto a la variable z, du/dz = «/(z), dv/dx =
v'(z),... (fijaos en que estamos usando la notacién corta u'(z) para repre-
sentar la nueva funcién que obtenemos como derivada de la original).

Para construir funciones més complejas, podemos comenzar simplemente
sumando dos funciones de la lista, para obtener otra funcién f(z) = u(z) +
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v(x); o podemos multiplicar cualquier funcién por un nimero (constante) c,
formando f(z) = cu(x); o también podemos mutiplicar u(z) y v(x) por los
ntimeros a y by después sumarlas, para conseguir f(z) = au(z) + bv(z).
Y en cada caso, querremos maéas tarde obtener su correspondiente derivada
f(x) =df/da.

También puede que queramos hallar la derivada de una funciéon que sea pro-
ducto de dos de las funciones de la lista, f(z) = u(x)v(x).

Finalmente, también puede ser 1til estudiar la derivada de una funcién dentro
de otra: si definimos v = v(x), tomando f(z) = u(v), obtenemos la funcién
f(z) = ulv(z)] — que es una funcién dnicamente de x, pesar de utilizar la
variable intermedia v (en lugar de z) en la férmula definida como u(x).

Trataremos, por partes, estos tres métodos de construccion de nuevas derivadas:
(i) derivacién de una suma, (ii) derivacién de un producto, y (iii) derivacién
de la ‘funcién de una funcién’. Estos tres métodos son vitales para poder
manejar de manera 1til las derivadas, y por tanto es imprescindible aprender
a usarlos.

(i) Derivada de una suma; y = u + v
Partamos de la definicién de dy/dz en la ecuacién (2.6):

dy = lim %y = lim flw+ow) = f(a:)}
dr  6z—00x  62—0 ox

(2.15)

que se cumple para cualquier funcién y = f(x). Expresemos la derivada de
u(z) con la misma expresién, cambiando las y por u:

du o bu o uw o+ dx) — u(x)

@ N 59}210 E o 52%0 St ) (216)
y lo mismo para v(zx):

dv . ov ., v(x+dz)—v(z)

oo T el 5 : (2.17)

Ahora sustituyamos f(z) = u(z) + v(z) en la ultima expresién de (2.12):

flx+0x) = f(x)  wu(z+dx) —u(r) N v(z + dz) — v(x)

ox ox ox ’

. Si después aplicamos el limite dx — 0 en los tres términos nos queda: el
primero, como vemos en (2.15), dy/dz; el siguiente nos da du/dx — de (2.16)
—y el dltimo dv/dx — de (2.16).

dy du dv

P £+£ (2.18)
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— En otras palabras, la derivada de una suma de funciones es la suma
de sus derivadas

Ahora estudiemos un caso mas general, f(z) = au(z) + bv(x), donde a, b son
constantes, y aplica el mismo razonamiento. Llegards a que
dy du bdv

y=au+bv: — =a— +

—. 2.1
dx dx dx (2.19)

Por ello se dice que la operacion de derivar es lineal: cuando se aplica a una
suma de dos o méas funciones, nos da el mismo resultado que si sumamos los
resultados que obtendriamos de cada funcién por separado.

(ii) Derivada de un producto de funciones; y = uv

Para este caso, reutilizaremos las expresiones (2.15), (2.16), y (2.17); pero
ahora, en lugar de y = f(x) = u(z) + v(z), tenemos que y = f(z) = u(z) x
v(x). Asi que cuando = aumente en dz la funcién u(z) cambiard a u(z + dx)
y v(z) a v(z + dx). La fraccién

flz +dz) — [(x)
ox

se convertird entonces en

u(z + ox)v(x + d0x) — u(x)v(x)
oz

lo que puede verse de manera mas fécil si recordamos que u(x+dx) representa
nada més que el nuevo valor de u(z), tras © — x+dz — al que hemos llamado
u + 0u; y lo mismo con v(z + dz): significa v + Jv.

Por ello esta fraccion se puede escribir de manera mas simple como

(u+ou)(v+ov) —uv  (udv + véu + dudv)

oz dx ’

donde tinicamente hemos multiplicado el producto del numerador, y hemos
restado el término wv. Asi, la fraccion cuyo limite vamos a calcular es una
suma de tres términos:

U(S_v U(S_u dudv
Sx’ Sx’ Sx

(2.20)

Cuando aplicamos dz — 0, los dos primeros términos juntos nos dan

dv du

Yar e
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— para lo que hemos usado las expresiones (2.16) y (2.17). Pero el tercer

término nos da
. dudv
lim

sz—0 0T

y esto puede reescribirse de dos maneras:

En cualquiera de los casos, el resultado contiene un factor (dv o du) que
debe tender a 0 a medida que dx — 0, ya que los ratios dv/dx y du/dx son
nimeros finitos. Por lo que podemos olvidarnos del tercer término en (2.20)
y quedarnos sélo con los dos primeros. En el limite, entonces, nos hemos

quedado con
dy dv du

de ua + v@.
En resumen, si conocemos las derivadas de dos funciones, podemos calcular la
derivada de su producto; es el producto de la primera funcién por la derivada
de la segunda, mas el producto de la segunda funcién por la derivada de la
primera. Tenga en cuenta que si una de las funciones es simplemente una
constante (por ej., u = ¢, con lo que y = cv) habra un tnico término, ya que
de/dz = 0: por lo tanto, para y = cv, dy/dz = cdv/dx — la derivacién no
altera la constante.

(2.21)

(iii) Derivada de la ‘funcién de otra funcién’; y = f(u), u = u(x)
Ahora piense en f(u) como una funcién de la variable z — lo que en realidad
es cierto, ya que u tiene un tinico valor para cada valor de x y por tanto este
valor es el que determina y = f(u) = g(x). Hemos cambiado el nombre de
la funcién por g(z), ya que la operacién que se realiza con la z en la funcién
compuesta hemos dicho que era més larga (y por tanto distinta) a la que
hace la funcién f con la u para obtener y = f(u).

Si x aumenta a x4 dx, u cambiard a u+ du y podemos definir du/dz como el
limite del cociente du/dz. También podemos calcular dy/du como el limite
del ratio dy/du; pero lo que nos interesa es dy/dz — la tasa de variacién de y
con respecto a x, y no a u. ;Cémo podemos conseguirla? Debemos usar un
truco, pensando primero en pequenos y finitos cambios, antes de entrar en el
limite.

Mientras las variaciones sean finitas, las tasas de variacion aproximadas,
dy/ouy du/dx seran simples fracciones; por lo que se cumple que

syou _ by
oudxr oz’
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ya que el factor du en el numerador y denominador de la izquierda se cancelan.
Ahora podemos ir al limite con dz, du, dy convirtiéndose cada vez en mas
pequenos. Ambos lados de la igualdad se mantienen igual, pero ahora estan
expresados con diferenciales:

dy dydu 9 99

de  dudz’ (222)
Este proceso, en el cual la funcién que realmente nos interesa, y = g(z),
estd escrita de manera mas simple en funcién de otra variable u, se suele
denominar “cambio de variable” o “sustitucion”, y es una técnica muy comun
utilizada en muchos aspectos del calculo. En posteriores capitulos, y en los
ejercicios, encontraremos muchos ejemplos que nos ayudaran a entender como
funciona.

Con los tres métodos de arriba, podemos derivar cualquier funcién — jno
necesitaras nada mas!

Ejercicios
1) La gréfica de la Fig.13 se corresponde a la funcién

_9y 4r  z?
YTET s Ty
Dibuja la curva por ti mismo, con la z comprendida entre 0 y 6 unidades.

Ahora observa la misma curva en la Fig.14 y calcula
(i) los valores de y en los puntos P, con z =1,y Q, con x = 4

(ii) comprueba que el punto (X,Y), con X =Y = 6 también pertenece a la
curva

(iii) calcula la pendiente de la recta PQ (que pasa por Py Q)

2) Encuentra un valor aprozimado de la pendiente de la curva de la Fig.14,
en el punto P, usando el mismo método que usamos en la p.20 con la funcién
y = 2. Compara este valor con el de la pendiente calculada anteriormente
de la recta PQ — jha sido una buena aproximaciéon? Comprueba también
que cerca del punto (6,6), que es un ‘maximo’(punto mds elevado de un
intervalo), la pendiente de la recta parece ser 0.

3) Utiliza el método explicado en la Seccién 2.3 para encontrar las derivadas
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3

de las funciones (i) y = az, (i) y = bx? (iii) y = cx® (siendo a,b,c
)

)
constantes). (Pista: usa la definicién (2.6) de dy/dx.

4) Usa los resultados del tltimo ejercicio, junto con la expresién (2.19), para
obtener la derivada (dy/dz) de la funcién del Ejercicio 1. Més tarde usa esta

derivada para calcular los valores exactos de la pendiente en los puntos P, Q,

y el punto final (X,Y).

5) Utiliza la definicién (2.6) para obtener la derivada de y = z~1. (Pista: usa
1 1

:x+(5x T

oy

y saca comun denominador z(z +dx) en las funciones. Calcula dy/dz cuando
or — 0.)

6) Encuentra la derivada dy/dx de cada una de las siguientes funciones
» y = 2(1 —x) (Pista: Esta funcién es producto de u =z y v = (1 — z))

» y=(1—2)? (Pista: Es una funcién de u = (1 — x))

y = x(1 — z)? (Pista: Es un producto de dos funciones que ya has
resuelto)

» y =2/(1 —ax) (Pista: También es producto de funciones ya resueltas)

y =x/(1 + ax) (Nota: jEsta es més dificil que las anteriores!)

7) Demuestra que si y = u/v (un cociente de dos funciones) entonces

Q1
de 0?2 \dz de )

8) Ahora inventa tu tus propias funciones, y encuentra sus derivadas.

9) En un punto de la grafica de una funcién donde dy/dz = 0, esta ha
alcanzado un denominado punto critico (donde la pendiente es 0). Ademas,
estos puntos pueden ser de varios tipos: si al aumentar la x la pendiente de
la funcién decrece (y por tanto el valor de d*y/dz? es negativo), entonces
decimos que el punto (z,y) es un mdzimo; si por el contrario, a medida que
aumenta la x también lo hace la pendiente (y d?y/dz? es positivo), este punto
sera un minimo. En resumen,

dy d?

Y . .
— = negativo, Y = mMaximo ;

dz =0y dz?
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dy d?

dx da?
Un ejemplo sencillo de una curva que contiene tanto un maximo como un
minimo es la de la funcién y = z(zx — 3)%. La funcién y sus dos primeras
derivadas son:

= positivo, Y= mhnimo .

y=a(x —3)% = 2 — 627 + 9z,
dy 2 d?y
— =3z — 12 9 —
dx v r+o dz?

Ahora comprueba lo siguiente:

=6z — 12.

» dy/dz =0cuandox =102 =3
= y tiene un maximo en x = 1
= ¢y tiene un minimo en x = 3

» Cuando z = 2, dy/dx # 0, pero d*y/dz? = 0.

En el dltimo caso, el punto que corresponde a x = 2 es un punto de in-
flexion: dibuja la grafica de la funcién para descubrir por ti mismo qué sig-
nifica.

10) Obtén la primera, segunda y tercera derivadas de la funcién

y= f(r) =3z —42® + 1
y comprueba que tiene puntos con pendiente nula en x = 0y x = 1. ;De
qué tipo son?.

11) Representa la funcién y = 22e~**" (¢ = constante) para valores posi-
tivos de x y obtén su primera y segunda derivada. (Puedes ojear el siguiente
capitulo, para usar de (3.24) que (d/dx)e” = e”. El resto se puede hacer
mediante lo visto en la Seccion 2.4. Después, halla el valor de x para el cual
la funciéon alcanza un méaximo. ;Que ocurrird a la posiciéon y altura de este
maximo si duplicamos el valor de la constante a?

12) Encuentra la primera y segunda derivada de las funciones
yr=(1+2%)72 yo = exp(—x)/(2 — 2?)

y luego las de su producto y = f(z) = y19.

Representa la grafica de la funcién y = f(x) y busca maximos y minimos en
el intervalo que va desde x =0 a x = 2.
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Capitulo 3

Algunas derivadas e integrales
comunes

3.1. La derivada de funciones del tipo y =
f(x) =z"

Esta es la funcién mas simple de todas las que podamos querer integrar o
derivar. En la Seccién 2.2 ya hemos visto dos ejemplos de ella, con n = 1
y n = 2; pero ahora vamos a estudiar un caso més general, cuando n sea
cualquier entero positivo. Después trataremos de extrapolar estos resultados
para valores de n no enteros e incluso negativos.

El método que usaremos serd el mismo; comenzamos desde la definicion de
la Seccién 2.3 (ecuacién 2.9). dy/dz es el limite cuando z — 0 de la fraccién

oy _ fle+dx) — flz) (x—i—&c)"—x"‘

ox ox ox

La primera cosa que necesitamos es una expresion aplicable a cualquier po-
tencia positiva de (z+dx): esto puede escribirse (a+b)", donde a = z,b = dz,
y queremos expandir este binomio escribiéndolo de la siguiente forma

(a+b)" = (a+b)(a+b)(a+D).. (a+D) (n terminos) (3.1)

y multiplicando. Para n = 2 conocemos la respuesta: (a+0)? = a® + 2ab+ b?,
pero, jcomo obtenemos la respuesta para cualquier valor del entero positivo
n?

Claramente, habra siempre un unico término a”, el cual hemos obtenido
multiplicando la a de todos los paréntesis entre si; y habrd un término b",
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que obtendremos igual que el anterior, pero multiplicando las b en lugar de
las a. Asi que (a +b)" = a™ + ..... + b", donde todos los términos de
en medio incluirdn una mezcla de as y bs. Para obtener estos términos que
faltan, debemos pensar en ellos uno por uno. Por ejemplo, habrda muchos
términos que s6lo tendran una b multiplicada por (n— 1) as, y que nos darén
resultados como baaa ... a, abaa ...a, etc.; pero como el orden de los factores
no importa, estos n términos tendran el mismo valor a"~'b — y en conjunto
sumaran nxa" b, lo que escribiremos como segundo término en la expansion
(3.1).

Para obtener el tercer término, tomaremos dos bs, con lo que formaremos
bbaa ... a, baba ... a, baab ... a, etc., donde siempre hay una b (del primer
factor de (3.1)) en el primer lugar, y la segunda b varia desde el segundo
al ultimo factor. Y como hemos tomado la primera b solo del primer factor
de (3.1) habré otros n — 1 factores, de los cuales podamos obtener otra b;
asi pues, como podemos sacar la primera b de cualquiera de los n factores
(no s6lamente el primero), parece que el siguiente término de la expansion
serd n(n — 1)a™2b* — con n — 2 as y 2 bs. jPero espera un momento! Cuan-
do sacamos una b y otra b de cualesquiera dos factores, no importa a cual
hayamos llamado ‘primera’ y a cual ‘segunda’ — sélo nos dan un término.
Asi que el niimero que hemos contado se tiene que dividir entre 2.

Con ello, ya podemos escribir los tres primeros términos de la expansiéon de
(3.1):

-1
(a+0b)"=a" +na"'b+ Ma”_%Q + ... (3.2)

2
y eso es todo lo que necesitamos. La expansion completa, por cierto, se de-
nomina expansion binomial, donde ‘binomial’ significa que hay dos térmi-
nos en la funciéon a 4+ b cuya potencia nésima estemo expandiendo.

Ahora, derivar y = f(x) = 2™ es sencillo. El incremento de f(z) producido
cuando x — z + dx es equivalente a aplicar (3.2) con a =z y b= dc:

oy = [flz+dx)— f(z)
(x + dz)" — 2"

2"+ na" x4 In(n — 1)a" 262 + .. — 2",

El cociente (dy/dz) de (2.9) nos quedaria

oy 1,1
< =na" '+ Inn— 12" 2z + ..
ox 31 )
y en el limite, cuando dx — 0, el ultimo término se convierte en cero, asi que
d )
y=2a": e (3.3)

dr 62—00x
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Y este es el resultado que buscdbamos: nos da la derivada de ™ para cualquier
valor de n, siempre que este sea un entero positivo.

Pero, ;qué ocurre si n no es un entero positivo? Por ejemplo, si queremos
derivar la funcién f(x) = 1/ esto nos dard 2™ con n = —1. En este caso
podremos usar las reglas de ‘construccién’ de la Seccién 2.4 para a partir de
lo que conocemos, la derivada de z", llegar a la derivada que no conocemos,
2~ ™. El método para calcular un producto de dos funciones, u y v, es

y si tomamos u = z" (aquello cuya derivada conocemos), con v = u~!,

entonces uv = 1 — una constante, cuya derivada ha de ser cero. En este caso,
la dltima ecuacién nos quedarfa 0 = u x (dv/dz) +v x (du/dz), o (dv/dz) =
—u~%(du/dx); asi que podemos reagrupar los términos para obtener (recuerda
las reglas para manipular potencias, del Manual 1, Seccién 4.2)

d
U g i (nz

i =

n—l) — —TLI_n_l.

En otras palabras, para derivar una potencia negativa de x, =" (donde n
es un entero positivo) simplemente multiplicamos por el exponente —n y re-
ducimos la potencia de z en 1 unidad. Esta es exactamente la misma regla
que obtuvimos en (3.3) salvo por que se cumple para enteros negativos —n.
En el Manual 1, comenzamos contando — ¢ con lo que surgian los enteros
positivos — y después definimos los enteros negativos y el cero, de manera
que pudiésemos aplicar en ellos las mismas reglas; y mas tarde, continuamos
hablando de los niimeros racionales, obtenidos como fracciones de la forma
p/q (p, q enteros); y finalmente hablamos de todos los nimeros reales. Ahora
estmos siguiendo el mismo proceso de generalizacion; y estamos descubrien-
do que las mismas normas se pueden aplicar para derivar potencias tanto
positivas como negativas. El siguiente paso légico es mostrar que también
se puede aplicar la misma norma, incluso cuando n no sea un entero, sino
una fraccién n = p/q. Trata por tu cuenta de demostrar que la regla (3.3)
sigue siendo cierta en este caso. Con ello, seras capaz de derivar funciones

1
como y = y/x = x2. El paso final seria el de probar que la misma regla se
cumple para todos los reales; esto es mas complicado, pero mas adelante lo
demostraremos.
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3.2. Laintegral de funciones del tipo y = f(z) =

xn

En el dltimo capitulo, vimos que el proceso de obtencién de una nueva fun-
cién mediante la derivacién podia invertirse: derivar f(z) significa, hablando
en términos de la gréafica y = f(x), encontrar la pendiente de la curva en
cualquier punto (x,y); integrar f(x) significa encontrar una nueva funcién
F(z) tal que la pendiente de F(z) sea igual a la funcién original f(z). Si
usamos la notacién F'(x) = dF/dx el problema de la integracién consiste en
encontrar F'(x), sabiendo que F'(x) = f(x), donde f(x) es la funcién dada.
El resultado se escribe F(z) = [ f(z)d.

Para funciones simples como y = 2" podemos obtener la integral ‘a ojo’,
invirtiendo la regla (3.3): en lugar de multiplicar la funcién por n (el expo-
nente) y después reducir el valor de n en 1, incrementamos el valor de n en 1
y después dividimos el resultado entre el (nuevo) exponente. ;Por qué debe-
mos cambiar n primero y después usarla para la divisién? Es sentido comtn:
los calcetines se ponen antes de los zapatos, asi que, luego jdebes quitarte
los zapatos antes de quitarte los calcetines! La operacion de quitarte algo es
la inversa de ponértelo; asi que para obtener la inversa de realizar ambas
operaciones seguidas, debes cambiar el orden en que haces sus operaciones in-
versas. (Ya nos encontramos con esta idea en el Manual 1 Seccién 6.1, donde
hablabamos de operaciones de simetria.) Por ello, (siempre que n # —1)

Dada y = 2" = F'(z) : entonces F(x) = (n + 1) 12", (3.4)

lo que puedes comprobar que es cierto haciendo las operaciones a la inversa,
en orden contrario, sobre F'(z); reduce el n+1 en el exponente a n y multiplica
lo que obtengas por n 4+ 1 — con lo que obtendras z", que es la funcién
dada, f(x). Pero, ;por qué hemos dicho que (n # —1) para poder aplicar
la expresion (3.4)7 Porque, en ese caso especial, la regla no funciona: para
n = —1 la funcién F'(z) es f(z) = 1/z, la cual dibujamos en la Fig.3 y
nos dio una hipérbola. La integral F'(x) mediante este método nos daria
F(x) = 2°/0, lo cual es infinito para cualquier valor de x y por lo tanto
ni siquiera define una funciéon de x. Volveremos con este caso especial en la
Seccién 3.4.

Por el momento, podemos resumir lo que hemos visto usando A con el signifi-
cado de “multiplica la funciéon por el niimero del exponente” y B, “reduce el
exponente en una unidad”. Si llamamos al resultado D, entonces Dx" = BAz"
describe la operacion A sequido de B — con estos operadores trabajando siem-
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pre sobre la funcién a su derecha. Es decir,
D(z") = BA(z") = B(nz") = na"*

(donde A~! significa “divide entre el exponente” y B! significa “aumenta el
exponente en 17), y la operacién inversa es

D!'=A"B'2")=A (2" = (n+1) 12" a.

De esta manera, todo funciona como deberia: puedes obtener la integral o bien
invirtiendo la regla de derivacién (siempre y cuando tengas una) mediante
palabras, o bien puedes hacer lo mismo con simbolos o letras. El simbolo
D, para derivar (aplicando d/dz), y D!, para integrar (lo que también se
denota como [), ya los usamos en la ecuacién (2.11) y suelen ser muy tutiles.
Fueron usados por primera vez hace mucho tiempo por el matemético aleméan
Leibnitz (1646-1716), que fue el rival de Newton en el desarrollo del Célculo,
y son muy utilizados en la actualidad en la fisica, especialmente.

3.3. Las funciones trigonométricas o ‘circu-
lares’

En algunas ocasiones, la variable independiente x sera un angulo, y la y nos
vendra dada por una funcién f(z) tal como sinz, cosx, o tanz, que hacen
referencia a los lados de un triangulo. Para no liarnos, en estos casos usaremos
(por ahora) # en lugar de = como el nombre del dngulo. Si r es la longitud
de una linea OP que va desde el origen de coordenadas al punto P(z,y), y
que forma un dngulo 6 con el eje X, entonces tanf = y/x es la pendiente
de esta linea, mientras que sin = y/r y cosf = x/r. Las funciones de este
tipo son las llamadas trigonométricas (usadas para describir los dngulos de
un tridngulo — gonos es la palabra griega para ‘dngulo’). Las tres funciones
estan relacionadas de la siguiente manera:

tanf =2 =Y <£> o sinf (3.5)

T r\r cos

por lo que s6lo necesitamos estudiar sinf y cosf. Otra relacion til es
sin? 0 + cos® 0 = 1, (3.6)

la cual es facilmente demostrable a partir de las definiciones. (Fijate en que,
por ejemplo, (sinf)? se suele escribir como sin?#, a lo que verbalmente lla-
mamos “seno al cuadrado de 0".)
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Vimos por primera vez las funciones del seno y coseno en el Manual 1 (Capitu-
lo 4), donde las expresamos mediante series. Volviendo a los nombres ha-
bituales (x,y) de las variables independiente y dependiente, podemos ver los
primeros términos de estas series en (1.6). A pesar de que ambas series son
infinitas, sabemos por (2.16) que la derivada de una suma es la suma de
sus derivadas; asi que podemos derivar término por término estas series para
poder encontrar, usando (3.3) para potencias de x,

3x? Y x? xt

2 ging=1— U [ S A
S + 21 T 1321

dz 521 54321

+ ..

y en el mismo modo

0 2x+ A3 N B N x3
dr Pt TV T a1 T T T T390

+ ..

Y no es dificil ver, a partir de los resultados anteriores, que

d d
asinx = cos z, I CosT = —sinx. (3.7)
Ahora, para obtener la derivada de tan x podemos usar las reglas de la Seccion

2.4, usando que tanx = sinz/ cos z.

Tomemos y = uv, con u = sinz, v = (cosx) . Ahora, aplicando (2.18),

dv 1 dv
—tanz = sinx— + (cosx) " (cosx) = sinx— + 1, 3.8
e 4, T (cosz)(cosz) e (3.8)
Y lo tinico que queda es conocer la derivada de v = (cosz)™!, que es una
‘funcién de funcién’ y puede ser estudiada usando (2.19). Si por un momento
llamamos al cosx por la letra w, podemos decir

vyt S0 dvdw
N ’ de  dwdz’
Y sabemos que dw/dx = —sinx, del segundo resultado de (3.7), y que la
norma (3.3) se cumple también para n negativa; asi que tenemos todo lo que
necesitamos.

Asi, si aplicamos (3.3) para n = —1 y con las variables w, v en vez de z,v,
entoncesdv/dw = (—1)w™?; y, a partir de esto,

dv dv dw sinz

dz  dw | rmdz (cosx)?’
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iYa estamos casi al final! Sustituyéndolo en (3.8) finalmente obtenemos

)2 N2 2
d (sinx) _ (sinz)? + (cos ) _ 1 7
dz (cos x)? (cos x)? (cos x)?

— lo que muchas veces se escribe
o tanz = sec’r (secx = 1/cosx). (3.9)
x

(El nombre “secante” (‘sec’, para abreviar) es un término usado en geometria,
y lo inico que necesitamos saber es que es el reciproco del coseno. Las fun-
ciones reciprocas de sin x, cos x, tan x son, respectivamente, cosec x, sec ), cot .
Esto es bueno saberlo, pero la verdad es que no se utilizan demasiado.)

Sélo por exhaustividad, anadimos aqui el resultado de la ‘cotangente’ cot x:

o cotx = —cosec’z (cosecx = 1/sinx), (3.10)
x

que se puede hallar por el mismo método que la tanzx.

A partir de las férmulas de estas derivadas, es muy facil obtener las integrales
correspondientes, dandoles la vuelta. Esto es, usandio F’(x) para denotar a la
funcién obtenida derivando F'(z), suponemos que el resultado F'(z) = f(x)
es conocido, y podemos por tanto decir que,

f(a) = DF(x) = -F(2), F() =D f(x) = [ f(a)d.

Si tomamos F'(x) = cos(z), entonces sabemos, por (3.7), que Dcos(z) =
sin(z) y por lo tanto cos(z) = D™'sin(z) = [sin(z)dz; y lo mismo ocurre
para el seno.

Para resumir:

Dado cosz = F'(x) : entonces F(z) =sinz = /cos xdz, (3.11)

Dado sinz = F'(z) : entonces F(x) = —cosx = /sin zdx, (3.12)

Dado sec®z = F'(z) : entonces F(x) = tanx = /sec2 xdz. (3.13)

y, finalmente,
Dado cosec’z = F'(z):

entonces F'(x) = —cotx = /008602 xdx. (3.14)
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3.4. La exponencial y las funciones logaritmi-
cas

En el Manual 1, Seccién 5.1, hablamos sobre el ntimero e, al que definimos
como el limite de una serie. La funcion y = e¢* es la suma de los términos
x™/nl, que comienzan en n = 0:
2 3
o
y:1+x+§+§+... = f(x), (3.15)
con un numero infinito de términos. El resultado de esta suma depende del
valor dado a x y aqui lo hemos llamado f(z), ya que, como decimos, es una
funcion de la variable independiente x.

En el Manual 2 volvimos a hablar de esta funcién, asi como de alguna de
sus increibles propiedades. Recordémoslas: si multiplicas dos de estas series,
tomando para cada una un valor distinto de x+ —z =p en unay x = ¢ en la
otra — resulta que

f)fle) = (1+p+p—2+ .)(1+q+q—2+...)

ol T 2l
p? q’
= 1+(p+q)+(—+pq+—)+...
2l 2l
+ 2
- 1+(p+q)+%+..., (3.16)

donde por razones de conveniencia y espacio, hemos mostrado los términos
hasta el ‘segundo grado’. El resultado parece ser la misma funcién (3.15),
pero con una nueva variable x = p + ¢. Si continuamos, siempre agrupando
los productos del mismo grado, sacaremos que los siguientes términos son

(p+q)%/3! = (p* + 3p*q + 3pg® + ¢*) /3! (3er grado)

(p+q)*/4l = (p* + 4pPq + 6p°¢* + 4dpg® + ¢*) /4! (4 grado.)
Como puedes imaginar, si calculamos més términos, obtendremos el resultado

(p+q)° N (p+q)?

F@)f(a@) =1+ +a) + = 3

oo =flp+q). (3.17)

Pero demostrar este resultado de manera general es bastante dificil: tienes que
estudiar todos los métodos posibles de obtener productos de grado nésimo (n
factores cada vez) y después demostrar que lo que obtengas pueda escribirse
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de la forma (p + ¢)"/n!.Asi que de momento aceptaremos (3.17) como una
propiedad bésica de la funcién definida en (3.15): la que, por cierto, denom-
inamos funcién exponencial y solemos escribir como “exp x”.

A partir de (3.17) vemos que si tomamos p = g = z, entonces f(z)? = f(2z);
y repitiendo el mismo proceso, f(x)® = f(z) x f(2x) = f(3z). Con ello,

f(@)" = f(nx). (3.18)

Esta es la segunda propiedad bésica, que nos permite definir la potencia
nésima de un numero incluso cuando n no sea un entero; sélo depende de
la serie (3.15) y se cumple para cualquier valor de n (incluso irracional o
complejo). Y, lo que resulta mas increible, (3.17) y (3.18) se cumplen para
cualquier cosa que los simbolos (x, p, ) representen — siempre y cuando sat-
isfaga la leyes habituales de combinacién, incluyendo gp = pg (que el orden
de los factores no altera su producto (3.17)).

En el Manual 1, Seccién 1.7, llamamos e al nimero (irracional) que obtuvimos
de (3.15) para z = 1:
1

11
=141+ + -4+ ... =2718281828... 3.19
e=l+l+s+o++4 : (3.19)

y esto nos da una base ‘natural’ para definir todos los niimeros reales.

De (3.18) tenfamos que €* = f(n) es cierto para todo n — no sélo para
nimeros enteros, sino de cualquier tipo. Asi que si cambiamos n por x obten-
emos ) ,

x

z Xz
€ =ltatrtorto., (3.20)

que es de nuevo la funcién f(x) = exp(z) de la que partimos; pero ahora
podemos considerarla como una potencia del ntimero e. Cualquier ntimero
y puede ser escrito como e elevado a x; y = e* donde e es la base y = el
exponente. Las ‘leyes de los exponentes’, que vimos en el Manual 1 Capitulo
4 — que en ese momento demostramos sélo para exponentes enteros — ahora
pueden ser reescritas en una forma mas general como

e"eV = " Y, ()Y = e™. (3.21)

(Fijate en que la otra notacién, e” = exp(z) es conveniente cuando x sea una
expresion demasiado grande como para ser escrita como exponente; y (3.21)
puede escribirse perfectamente como exp(z) exp(y) = exp(z + y) etc.)

Pero bueno, jvolvamos al calculo diferenciall Aquéllo que dota a la funcion
exponencial de todas sus increibles propiedades es algo muy simple: si dibu-
jamos la gréfica de y = e® (Fig.4 Seccién 1.3), y dibujdsemos la tangente a
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la curva en cada punto (z,y), veriamos que la pendiente en cada punto es
exactamente igual al valor de y. En forma de ecuacién,

d
Yy =expr: é =y =-expx. (3.22)

Esto es una ecuacion diferencial — generalmente, una relacién entre una
funcién y sus derivadas — y esta es la mas simple que te puedas imaginar.
Podemos encontrar otros ejemplos de ecuaciones diferenciales en cualquier
campo de la ciencia — y por tanto, en otros Manuales de esta serie. Incluso
en este mismo Manual, en la Seccién 1.4, mencionamos que la funcién expo-
nencial describe el crecimiento de una poblacién: el niimero de personas (V)
en una ciudad, o pais, aumenta con una tasa proporcional a este niimero — lo
que implica que dN/dt = ¢N, donde ¢ es un constante de proporcionalidad.

Para comprobar que la funcién exponencial realmente cumple la propiedad
(3.22) es suficiente con utilizar la definicién (3.15), derivando término a térmi-

no:
d d 2 a2
é = £(1+x+5+§+...)
= (0+1+2—x+3—$2+...)
21 321
= (1+x+x—2+x—3+...)
2! 3l
= expzr =1y.

En algunos libros comienzan a partir de la ecuaciéon diferencial, y culminan
con la serie (3.15) como solucién; pero sea cual sea la manera en que la defi-
namos, lo important es que exp x es una funcion particularmente importante.

Para obtener la integral de exp x, realizamos el mismo proceso que antes,
invirtiendo la regla para obtener la derivada (como en (3.11), por ejemplo).
Por lo tanto,

Dada expz = F'(z) : entonces F'(z) = expz = /exp xdx. (3.23)

La funcién logaritmica

Esta funcién ya la conocimos anteriormente, en la ecuacién (1.8), como la
inversa de exp x, y repetiremos aqui su definiciéon:

Dada y =expx entonces =z = logy. (3.24)

En la Fig.7 podemos ver la grafica de esta funcién, con los valores de X en el
eje vertical, y los de Y en el horizontal. Si usamos la convencién normal, de
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representar la y hacia arriba (como variable dependiente) y la x de izquierda
a derecha (como variable independiente), entonces la definicién de la funcién
logaritmica nos queda (intercambiando las variables de la anterior ecuacién)

Dada x =expy entonces vy = logu. (3.25)

Ahora, existe una propiedad simple, pero importante, que relaciona la deriva-
da de una funcién con la derivada de su inversa: si consideras y como funciéon
de x, entonces la derivada dy/dz es el valor en el limite de dy/dz; pero, si
es la z la que consideras como funcién de y, la derivada dz/dy es ahora el
limite de dz/dy. El producto de ambas funciones es la unidad, por pequenos
que sean dx y dy; asi que en el limite,

-1
dyde - de _ (dyy (3.26)
dx dy dy dx

Ahora, si volvemos a la (3.25), donde x = exp y requiere

dx o
— = X =X
dy py )
y usamos (3.26) sigue que
dy 1
— =—. 3.27
dz = ( )

En resumen, hemos hallado la funcién y = logx cuya derivada es z" con
n = —1. Este es el ‘caso especial’ en el cual la regla de derivacién de f(x) = "
no podia ser usada para obtener la integral F(z) = [ f(z)dz. Asi que el
misterio queda resuelto:

Daday = f(z) =2 ' : entonces F(z) = /éda: = log(z). (3.28)

Este es el ultimo de los resultados ‘estandar’que nos propusimos encontrar.
Puede resultar extrano que no hayamos encontrado una bonita serie para
log x, algo como con la que utilizamos para exp x. En su lugar, hemos definido
la funcién como una integral, que no es facil de evaluar mediante aritmética
simple. La verdadera razén de esto es que la funciéon que estamos integrando,
y = 1, describe una hipérbola como la mostrada en la Fig.3; estd dividida
en dos ramas, separadas por una singularidad en x = 0 donde la funcién
y sus derivadas toman valores infinitos. No es posible encontrar una serie
equivalente y = a + bx + cax? + da® + ..., sean cuales sean los coeficientes
a,b,c, ... porque en x = 0 la funcién ‘se dispara’. Esto es una prueba de lo
cuidadosos que hemos de ser en las matematicas si no queremos encontrarnos
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sorpresas desagradables. Siempre es una buena idea dibujar las funciones con
las que estamos trabajando, para ver cémo se comportan.

Una anotacion sobre el cambio de variable

Ahora tenemos una pequena lista de funciones estandar, cuyas derivadas e
integrales pueden ser consideradas como ‘conocidas’. Pero la lista se puede
extender de manera considerable usando las reglas de la Seccién 2.4. Veras
muchos ejemplos en los ejercicios. Aqui vamos a hacer uno para mostrar que
no es dificil.

Buscamos la derivada de y = exp(ax) donde a # 1. Podemos pensar en ax
como una nueva variable, poniendo ax =t e y = exp(t). La regla para derivar
la funciéon de una funcién nos da

dy dydt dy

Eal v i aexp(t) = aexp(ax)
— tan facil que, con un poco de practica, jlo puedes hacer de cabeza! Haz esto
para todas las funciones que hemos visto durante el capitulo, y compruébalas

luego con los resultados de una tabla que encontraras al principio del Capitulo
4.

Ejercicios

1) Encuentra una expresién para la derivada de la funcién y = 2P/?, donde
p/q es una funcién racional. (Pista: y es la funcién de una funcién, y = u?,
donde u = x/9)

2) Demuestra las expresiones (3.7) y (3.9), partiendo de las férmulas vistas
en el Manual 1 (final del Capitulo 4):

sin(a+b) = sinacosb—+ cosasinb,

cos(a+0b) = cosacosb— sinasinb.

3) A partir de las expresiones (3.7) y (3.9), obtén las derivadas de las funciones
Yy =sinax, y = cosaxr, e y = tanax.

4) ;Qué forma toman las expresiones (3.11), (3.12), y (3.13) si reemplazamos
la z por ax?

5) (Qué forma toma la ecuacién (3.22) si reemplazamos la z por ax? ;Y
qué forma tomaria la (3.23)7
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6) Demuestra que log X puede ser expresado como la integral definida (me-
dida como el drea bajo la curva limitada por 1y X):

X
logX:/ .
1

(Pista: Vuelve a la ecuacién (2.9), donde la funcién integrada era f(x) = .
Aqui, en su lugar, tenemos f(x) = 1/z pero el significado es parecido: f(x)dx
es el incremento en la ‘funcién drea’ (aqui log X)) cuando el limite superior
aumenta a X + dz.) Ten en cuenta que elegir el limite inferior como x = 1
garantiza que log1 =0 (¢ = 1).

7) Encuentra las derivadas dy/dx de las siguientes funciones:
() y = (z+1/2)°,
®) y = (1+2%)/1-=),
(¢) y = (1—cosz)/(1+cosx),
(d) y = uzsinz,
() y = x*cosw,
(f) vy = Vi+u,
(9) y = VI+sing,
(h) y = 1/Vi-uz,
) y = 1/V1-a?
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U) y = sinz/z,

(k) y = xz/sinx.
() y = e"sinz/x,
(m) y = exp(—ax?)sinz.

8) Haz unos bocetos répidos de algunas de las funciones usadas en el Ejercicio
7, para estudiar cémo se comportan cuando xr — +oo. Busca también puntos
criticos, discontinuidades, y otros puntos de interés.
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Capitulo 4

Las integrales

4.1. El problema de la integracion

Si tenemos una funcién cualquiera y = f(z), jcémo podemos hallar su inte-
gral indefinida F(x) = [ f(xz)dz ? Todo lo que sabemos es que la derivada
de F(x) es la funcién dada f(x). Este es el problema que abordaremos en
este capitulo.

En otras palabras, pretendemos solucionar la ecuacién

dF
— = f(2) (4.1)
dx

— la cual denominamos ecuacién diferencial (y con este nombre nos refer-
imos, en general, a cualquier ecuacién en la que se incluyan funciones y sus
derivadas).

En el Capitulo 3, obtuvimos una serie de integrales aplicando a la inversa la
regla para obtener la derivada f'(z) de una funcién conocida f(z): esta regla
describe una operacién directa sobre la funcién f(x), que denotamos al final
de la Seccién 3.2 con el operador D:

47 _

= = Df(a). (4.2)

Luego en este caso, para hallar F'(z) de (4.1) necesitamos la operacién in-
versa: D71, tal que:

F=D"'f(x). (4.3)

Como vimos en el capitulo anterior, tenemos métodos sencillos para realizar la
operacion D en una serie de funciones conocidas; pero no tenemos los mismos
métodos para realizar la operacién inversa, D~!. Lo tinico que podemos saber
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es que, si D funciona con la funcién F(z) siguiendo la ecuacién (4.1), f(z) =
DF(z). El problema de esto es que F(z) no es una funcién conocida, jsino
que es la respuesta que buscamos! Podemos tantear esta respuesta, es decir,
probar con funciones conocidas y derivarlas, y comprobar si esto nos da
como resultado la funcién dada f(z). Si lo es, hemos tenido suerte y hemos
acertado; sin embargo, hay millones de otras funciones que podriamos haber
probado sin éxito. Por ello, debemos buscar un método maés eficaz para esta
tarea.

Comenzemos elaborando una tabla con las integrales mas elementales, obtenidas
por el método anterior:

Funcién f(z) | Deriv. = Df(z) | Integral = D! f(x)
:L,nJrl
" (n # —1 na" !
(n#-1) ]
H (=271 —x2 log
T
1
log x — rlogr —x
T
e’ e’ e’
sin x cosT —CcoszT
cosx —sinx sin x

Tabla 1: Algunas derivadas e integrales

Anotaciones sobre la Tabla 1

El operador D y su inversa D~! deben cumplir la propiedad

DD '=D"'D =1, (4.4)
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donde | es el denominado operador identidad que equivale a mantener las
funciones intactas. Por ello, la ecuacién (4.4) significa que cuando los oper-
adores D y D™! sean aplicados ambos una vez a una funcién consecutiva-
mente, sin importar el orden, deben dejar a la funcion igual que al principio:
un operador contrarresta el efecto de su inverso. Como ejercicio, el lector de-
beria comprobar cémo se cumple esta propiedad, utilizando la Tabla 1. Para
esta tarea hay que recordar que los operadores afectan siempre a la funciéon
inmediatamente a su derecha; por ejemplo, ABf(x) significa “opera primero
con By después aplica A al resultado”. Esto es debido a una convencién que
tomamos en el Manual 1 (Capitulo 7); pero se ha de andar con precaucion,
ya que en otros libros es posible que se utilice la convencion inversa.

Para comenzar el ejercicio, toma la primera linea de la tabla, en la que se
opera sobre f(x) = 2", (n # —1). Primero evaluaremos DD f(z):

DD f(z) = D(xw)

n+1

1
= n+1)z" 1 =" = f(x
(1) (@)
Donde tras la primera operacién la n queda sustituida por (n+1) — siguiendo
el resultado de la tercera columna. Y ahora evaluaremos las operaciones en
orden inverso:

D 'Df(z) = D! (na"?)
- n (Lm) = 2" = f(z)

n—14+1

En este caso, tras la primera operacién se utiliza n — 1 (por la segunda
columna) en lugar de n. En ambos casos, los multiplicandos numéricos nos
son alterados por los operadores y pueden ser desplazados hacia la izquierda.

Una ultima, pero importante, aclaracion. Mediante la integracion, pasamos de
una funcién original (primera columna) a una nueva funcién (tercera colum-
na) que denominamos ‘integral indefinida’. A ésta ultima podemos sumarle
o restarle cualquier constante C' sin ningin problema. Esto ocurre porque la
integral indefinida es cualquier funcién que cumpla la ecuacién (4.1); y si vari-
amos F'(z) a F(z)+ C, sigue satisfaciendo esta ecuacion, ya que dC/dz =0
para cualquier constante. Por ello, aunque no se incluya el término +C' en
tablas de integrales, se ha de sobreentender que es asi. Otra aclaracion im-
portante es que si s6lo queremos una tabla de integrales, entonces solo nos
interesan las entradas de la columna 1, es decir, los integrandos — aquello que
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queremos integrar — y sus correspondientes entradas en la columna 3 — las
soluciones de cada integral. (Como ya sabemos derivar cualquier funcion, en
posteriores tablas se omitirdn columnas como la 2 de esta tabla.)

Funciones inversas

En la Seccién 3.3 hallamos las derivadas de las funciones trigonométricas
sinz, cosz, v tanx, cot z. Podemos anadir mas filas a la Tabla 1 incluyendo,
ademés de estas funciones, sus inversas: sin~! z,cos™! z,tan"! z, y cot ' z. El
concepto de ‘inversa’de una funcién fue introducido en el Capitulo 1 (Seccién
1.4); lo que acabamos de hacer es escribir la inversa de una funcién f(x) como
f~1(z), en lugar de ddndole un nuevo nombre, como g(x). En palabras, damos
la vuelta a la relaciéon y = sinz de tal manera que x = sin™!y signifique “x
es el angulo cuyo seno es y” y lo mismo para las otras funciones.

Sin embargo, para evitar confusiones con las potencias de exponente —1, se
suelen utilizar otros nombres: por ejemplo “arcoseno”z en vez de sin~! z, pero
por el momento nosotros continuaremos con la notacion de “—1”, para no
olvidar en ningtin momento que estamos hablando de funciones inversas. Por
ultimo, se ha de recordar que cuando x es usado como variable de una funcién
trigonométrica, se mide en radianes: una vuelta completa son exactamente
27 radianes, donde 7 & 3,14159. (Si no recuerdas algo sobre dngulos, echa
un ojo al Manual 2.)

Es facil derivar las funciones inversas utilizando la regla vista en (3.26): si
tenemos una funcién y = f(x) y queremos expresar x como funcién de v,
escribimos z = f~!(y), y por tanto

d 1 dy\ !
v _ — (<) (4.5)
dy dy/dx dx
Con ello, tomando y = sinz y (dy/dr) = cosz, tenemos z = sin 'y y
(dz/dy) = 1/(dy/dz) = 1/ cosx.
Pero, ;Es este el resultado que realmente buscamos? Siempre hemos utiliza-
do x para la variable independiente (dibujada sobre el eje horizontal) e y
para la variable dependiente (dibujada verticalmente); asi que para manten-

er esta convencion, debemos intercambiar x por y. Para la funcién inversa
y = sin~! 2 debemos entonces escribir

y=sin"lx: dy/dx =1/ cosy

— pero todavia no hemos terminado, porque el resultado para dy/dx deberia
de estar expresado en funcion de la variable x, y no en términos de cosy. Sin
embargo, r = siny y sabemos que para cualquier angulo 6 se cumple que
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sin?@ + cos?# = 1; de lo que obtenemos que cos’y = 1 —sin?y =1 —22. Y
juntandolo todo:
.1 1
y=sin""x: dy/dr = —. (4.6)
1 — a?
Mediante el mismo método (jcompruébalo!) puedes encontrar también las
siguientes derivadas:

—1
y=cos 'x: dy/dz = : (4.7)
— 2
y=tan 'x: dy/dz = L (4.8)
1+ 2%
y=cot 'x: dy/dx = — L ) (4.9)
1+ 22

A partir de estas derivadas, DF'(x) = f(z), podemos escribir las correspondi-
entes integrales indefinidas, D! f(x) = F(x), y extender la lista de la Tabla
1. Asi que, con (4.6), la nueva férmula para la integral serd

1 Ly
ﬂ—y—SIH xZ.

D™ '(dy/dz) = D!

De manera similar, con las otras formulas llegamos a la siguiente tabla:

Funcién f(x) | Integral = D~ f(x)
T —
S sin~tx
\ ]_ 1— [L’2
S —cos tx
\ ]_ 1— [L’2
tan~!x
1+ a2
1 -1
—cot™ o
1+ 22

Tabla 2: Algunas integrales indefinidas mas
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Notas sobre la Tabla 2 (jSélo para las mentes mas aventureras!)

Hay algo curioso en esta tabla: parece que al integrar la misma funcién jpuedes
obtener dos respuestas distintas! Para resolver este misterio, se ha de mirar en la
forma de las funciones con las que estamos tratando. Muchas de las funciones que
hemos estudiado son inyectivas: para cada valor de la variable independiente z sélo
existe un dnico valor correspondiente de y = f(x). Pero si x es un dngulo, entonces
y = sinz, por ejemplo, da el mismo resultado para los dngulos z, 7™ — z, 27 + x, ...,
etc. Esto implica que la funcién inversa z = sin"!y (el 4ngulo cuyo seno es y) es
una funcion de maltiples valores de la variable y, como podemos ver en la Fig.5
del Capitulo 1 (repetida aqui en la Fig.16a).

La cuestion aqui es que y = sinz es una funcién periddica, que oscila arriba y
abajo indefinidamente, en ambas direcciones, mientras x avanza hasta +oo. Si nos
fijamos en la x inicamente dentro del intervalo —m/2 a +7/2 (media oscilacién, ya
que la entera va desde —m a +, como se puede observar en la Fig.16a), entonces
y = sinz y su inversa x = sin~!y son ambas funciones inyectivas: por ejemplo,
parax =7/12 y = %, y este valor de y sdlo se da para ese valor de x —y viceversa
si expresamos z como funcién de y. Si salimos del intervalo indicado, podemos
entonces encontrar infinito valores de dngulos que cumplan y = %

Para asegurarnos de que obtenemos cada posible par de x,y tnicamente una vez,
consideramos sélo los valores de = que van desde —m/2 a +m/2.

y-axis y-axis
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1
y =051 I I I y=0p5
bt B 72 H -/ t-——7/ —tT-—— =
—TT 1 1 VI 1 1 i .
| | X-ax1s —T | | X-ax1s
1 1 1 1
1 1 1
1 1 1 1
1 | l |
—7/2 w/2 —7/2 w/2
(a) y =sinz (b) y = tanx
Figura 16

La funcién y = cos z es también periddica y es idéntica a y = sin x si la deslizamos
hacia la izquierda %W, de tal manera que su imagen comience en y = 1 en lugar de
0. El intervalo en el cual y = cosx recorre sus valores principales va desde z = 0
ax=m.

Por otro lado, las funciones ¥y = tanx e y = cotx recorren de manera continua
todos los valores desde —oo a +o0o, pero divididas en ‘franjas’, como muestra la
Fig.16b. Todos los valores que toma la funcién tangente son idénticos a los que
toma en el intervalo (—m/2,7/2), pero desplazados a la izquierda o la derecha en
multiplos de 7.

52



La franja principal de la curva de y = cotz es igual que la de y = tanx, pero
desplazada a la derecha %71. Y, una vez mas, todos los posibles valores de y = cot x
estan contenidos una, y sélo una, vez en el intervalo z = —7/2 a © = +m/2.

Siempre que queramos integrar una funciéon comenzaremos preguntandonos si ésta
puede tomar la forma de alguna de las vistas en las Tablas 1 y 2; y no nos debemos
preocupar si encontramos varias soluciones vélidas, ya que esto puede ser valido
siempre que se incluya la constante arbitraria C'. Para que estas dos soluciones
coincidiesen, sélo serfa necesario elegir el valor de C' correcto.

Hasta ahora, por lo visto en anteriores capitulos, hemos considerado la integracién
como la inversa de la derivacién: D es el operador que nos transforma la funcién
f(x) en su derivada df/dx (que recordemos que expresa la pendiente de la curva
y = f(z) para cualquier punto (z,y)); mientras que el operador inverso D~! nos
devuelve a partir de la derivada la funcién original, y es por ello que la operacién
que realiza se denomina integracion. Concretamente, esto se denomina integracion
indefinida, ya que al resultado le podemos anadir cualquier constante C' para dar
una funcién distinta, y = f(x) + C, con exactamente la misma derivada, para
cualquier x, ya que y = f(z) + C es la misma curva que y = f(x) con la tnica
diferencia de que la primera tiene todos sus puntos a una altura C' mayor que los
correspondientes puntos de f(z). Si no incluimos tras la integracién la constante
C', entonces denominamos a la integral y = f(z) simplemente como primitiva de
la funcién.

4.2. ;Por qué necesitamos las integrales?

En el Capitulo 2, cuando vimos por primera vez el concepto de integracion, estdbamos
tratando de calcular el drea entre la gréifica de una funcién y = f(x), el eje X, y
rectas verticales (‘limites de integracién’) en x = xop y = X, como en la Fig.15; y
el valor del drea A dependia de donde colocdbamos estos limites. Si elegimos que
el limite inferior de integracién sea x = x1 y el superior £ = x9, denominaremos a
este drea la integral ‘definida’ expresada como A = f;? f(x)dz. En particular

A= /x:f(x)dx

es el area que corresponde al limite inferior x = x¢ y al superior con cualquier
valor x que le queramos dar.

También vimos, en el final de la Seccién 2.2, que si aumentamos el limite superior
de una integral desde x hasta x 4+ dz, entonces la funcién del area crece segin

dA
— = (). (4.10)

Ahora volvamos por un momento a nuestra definicién de integracién indefinida
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((4.2) y (4.3)), si escribimos la funcién drea A(x) en lugar de f(z), nos queda que

dA

o= f(z) implica A=D"1f(z)= /f(a:)da: (4.11)
T

En otras palabras, para calcular la integral definida (el drea) entre dos limites,

x1 (inferior) y xo (superior), primero obtenemos la funcién A(x), invirtiendo las

reglas de derivacion, y después calculamos el area como

)
| A=A - Aw) = (A (4.12)
1

donde la cantidad entre corchetes significa la resta de los valores que toma la
funcién area cuando la x vale el limite superior y el inferior.

Ahora estd claro por qué la constante arbitraria C' en una integral indefinida no la
incluimos cuando calculamos una integral definida: cuando hagas la resta aplicando
(4.12), ambas constantes se anulardn. Sin embargo, recuerda siempre que la funcién
que integras debe ‘comportarse’ bien en el intervalo de integracion (z1,x2); la
funcién f(z) no debe presentar discontinuidades (saltos) o singularidades (puntos
en los que la funcién llega al infinito), ya que si no su area no estara definida.

Algunas aplicaciones practicas

Algunas de las aplicaciones més directas del Calculo tienen que ver con la de-
terminacién de longitudes, areas y voliimenes, y la de sus tasas de variacién
con el tiempo. Por ejemplo, la distancia que recorres a lo largo de una curva que
conecta dos puntos es la longitud de un camino, llamémosla s, medida desde el
punto donde s = 0. Y tu velocidad v serd la tasa de variacién de s con respecto
al tiempo: v = ds/dt, en cualquier punto en el que te encuentres. Si este camino
curvo estd descrito utilizando coordenadas (x,y), mediante una funcién y = f(x)
entonces tanto s como v seran funciones de la misma variable independiente x; y
cuando avances por la curva, s,v y x seran todas funciones del tiempo ¢. Por lo
que podmeos escribir (sin pensar todavia en el tiempo t)

y = f(x), x = g(t), s = s(x), v =v(x), (4.13)

donde hemos utilizado f y g como nombres de las dos priemras funciones, mientras
que hemos mantenido s y v para nombrar tanto las cantidades fisicas como las
funciones que las describen.

Esto tdltimo puede parecer confuso, pero es lo usual en las ciencias: no podemos inventar
un nuevo nombre de funcién cada vez que queramos cambiar la variable; y de cualquier
modo, escribir s = s(z) implica que estamos considerando a la s como una funcién de z,
mientras que s = s(t) nos dice que s es también una funcién de t. El valor de la variable
dependiente, la parte izquierda de estas igualdades, estd determinado por el de la variable
independiente en la derecha; y esta correspondencia uno-a-uno es lo que define una relacién
funcional. El doble uso de la misma letra (o sfmbolo) no es estrictamente correcto, pero
siempre entendemos lo que significa — jy eso es lo importante!
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Ahora desplacémonos sobre la curva mostrada en la Fig.17, comenzando en P,
donde x = z1, y terminando en P9, donde x = x».

y-axis
P2

P |

X-axIs
Figure 17

En un punto P(z,y) cualquiera de la curva, dentro de estos limites, el siguiente
‘paso’ te llevara hasta (x + dz,y + dy) y la longitud de este paso serd de ds ~
\V0x? + dy?, siempre y cuando los incrementos dx, dy sean pequenos, como los de
la figura. (Recuerda que dz es una cantidad, y que dz? es su cuadrado, (6x)?, y no
un aumento de z2.)

Ahora la longitud total de camino desde P; hasta Ps serd la suma de todos los ds
lo que escribimos de la siguiente manera: s12 = > ds, donde

2
55~ /032 + 0y% = || 622 <1+ 5i>

dx?

En el limite donde dz, 6y — 0 el cociente de la derecha se convierte en (dy/dx)? y
la suma de todos los elementos infinitesimales se convierte en la integral:

1
xro d 212
512_>/ 1+ <—y> ] da. (4.14)
- dz
Esta expresion es una integral definida entre los limites © = 1 y © = 9, y €s
perfectamente aplicable a cualquier curva en el plano.

Para ver como funciona esto, miremos al cuadrante de un circulo representado en
la Fig.18.

y-axis

ox

X-aXis
Figura 18
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Aqui la ecuacién de la curva es 22 + y? = a® (donde a es el radio). Por tanto,
tomando una raiz cuadrada positiva y derivando, obtenemos,

y= a2 — 22, dy ¢z

dax a2 _ .’,1;'2

Con lo que la longitud total del arco desde P; hasta Py serd, aplicando (4.14),

1
T2 1,2 D) a a
S19 = 1+ ———= da::/ —dz. 4.15
12 /xl [ a2—x?l y Va2 ( )

Esta no es una integral directa de las de la Tabla 2, pero podemos utilizar el mismo
truco que al final de la Seccién 3.3 para que lo sea. Sustituyamos x = au, donde
u es una nueva variable (u = x/a o = en unidades del radio) y recordemos que
[ f(z)dz = [ f(z)(dz/du)du. Ya que dz/du=ay f(z) = f(au) en funcién de wu,
el ultimo resultado puede reescribirse como

e a ! 1
S = 7@(1’& =a 7du 416
a= | o= || (410)

Esto si es una integral estandar; es el sin~!u entre los limites u = 0 y u = 1,

que corresponden a x = 0 y « = a, los limites del cuadrante circular de la Fig.18.
Aplicando en estos limites (4.16) nos queda

s12 =a(sin™' 1 —sin~!0) = a(r/2 — 0) = Lam. (4.17)

La circunferencia de un circulo completo, de radio a, es 4 veces la longitud del
arco de un cuadrante, y es por tanto 2ma — como ya habiamos demostrado con
argumentos geométricos en el Manual 2.

Como segunda aplicacion de las integrales, calculemos el area del circulo. Tomamos
el cuadrante de la Fig.18, lo dividimos en franjas verticales — donde z es la distancia
de la franja al centro del circulo, y su altura, su anchura dz, y su drea ydz. Si
sumamos el area de todas las tiras, desde x = 0 hasta x = a obtendremos el drea de
todo el cuadrante — que serd aproximada, si las tiras tienen anchura finita o exacta
si la calculamos con el limite dz — 0, con un infinito nimero de rectangulitos. El
diferencial del drea serd dA = ydx = Va? — z2dz y el drea total serd la integral

definida u
A= / Va2 — x2dx. (4.18)
0

Una vez maés, esta integral no es una de las de las tablas 1 y 2; y el truco usado
en (4.15) no funciona esta vez (jCompruébalo!). Volveremos a ello luego, pero por
ahora dividamos de otra manera el area en partes infinitesimales: en lugar de rect-
angulitos, dividamos el sector circular en franjas circulares como las de la Fig.19.
Cada franja, de anchura or, tendra un drea 0 A = (longitud de la circunferencia) x
(anchura); y como acabamos de ver, la circunferencia mide 27 veces el radio, por
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lo que dA = 27rdr para una tira de anchura dr y el drea total se convierte en la
integral definida

A= / 2rrrdr = 27 [%7‘2}8 = 7a?, (4.19)
0

donde hemos aplicado la primera integral de la Tabla 1.

y-axis

Figura 19

Asi pues, si no encuentras una manera de integrar para calcular un area, prueba a
buscar otro modo de obtener los diferenciales de superficie. Las coordenadas carte-
sianas (x,y) no son, por ejemplo, la manera mas simple de representar circulos,
si en cambio un radio y un dngulo (coordenadas polares), con lo que la ecuacién
del circulo serfa simplemente r = a en lugar de z2 + 3% = a?.

Como 1ltimo ejemplo practico, calcularemos un volumen. Es posible que alguna
vez quieras saber cudnta agua cabe en una gran piscina circular, y para calcularlo
necesitaras conocer su profundidad en todos sus puntos. Una vez maés, es mas facil
utilizar r, la distancia desde el centro como variable independiente; y si llamamos
a la profundidad de la piscina z, podemos suponer que z = f(r). Para obtener esta
funcién puedes salir en un barco con un palo largo e ir sumergiéndolo, para calcular
z para unos pocos valores de r. Si la piscina es profunda, puede que dos valores nos
den una bastante buena aproximacion: en la mitad (r = 0) la profundidad puede
que sea d, mientras que en el borde (por ejemplo, r = a) serd 0. Esto puede ser
descrito por una parabola, como la de la Fig.20.

z-axis
pipe  r-axis

Al desag e (Fig.21)

Figura 20 Figura 21

La ecuacién general de una parabola tiene la forma z = A+Br+Cr?, donde A, B, C
son constantes, y debemos calcularlas para encajar con los datos que tenemos.
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Si representamos el eje 7Z mirando hacia arriba, como es comun, sabemos que
z = 0 cuando r = 0; por lo que A debe ser cero. Y si nos alejamos del centro,
la profundidad debe ser la misma en los puntos r y —r; por lo que B debe ser
también 0. Finalmente, en el borde, 2 = Cr? debe dar como resultado d cuando
r = a; asi que d = Ca? y C' = d/a®. Por ello, la ecuacién del fondo de la piscina
sera

z = f(r) = (d/a®)r? (4.20)
y ahora, por fin, podemos dedicarnos a calcular el volumen de agua que cabe en
la piscina.
,Coémo debemos elegir los diferenciales de volumen? Si pensamos en el agua como
un conjunto de discos circulares paralelos a la superficie, de espesor dz y didmetro
r, cada uno tendrd un volumen J§z multiplicado por su superficie; y acabamos de
calcular el area del superior, el disco que se encuentra a una altura z tendra un
area de mr2. Asi que los diferenciales del volumen seran dV' = mr2dz, donde z varia
segun el didmetro del elemento, segiin la relacién (4.20). El diferencial dz, por otro
lado, es dz = (dz/dr)dr; y derivandolo (4.20) nos queda (dz/dr) = (d/a?)(2r). El
volumen por tanto depende del didmetro del disco:

dV = wr?(d/a®)2rdr = 2r(d/a?)r3dr. (4.21)

Cuando la piscina esté llena, el volumen de agua que contendré sera el expresado
por la integral definida

Vo= on(dja?) / rdr = 2m(d/a®) [r /4]

= im(d/a?)a* = ir(da?) (4.22)
— un resultado muy bonito, por cierto.

En paises muy calurosos donde no hay muchas precipitaciones, el agua es un bien
preciado, y si has tenido la suerte de encontrarte un estanque lleno, el siguiente
problema que te surge es el de como mantener ese agua — ya que si simplemente
lo dejas estar, se evaporarda en poco tiempo. La mejor manera de mantener el
agua fresca es crear una gran cisterna subterrdnea, tallada en roca y con todas
las posibles grietas tapadas con arcilla para que no gotee. De esta manera, puedes
vaciar el agua del estanque en ella cada vez que llueva. Esta técnica lleva siendo
utilizada miles de afios: en Estambul, Turquia, hay enormes cisternas creadas hace
dos milenios por los romanos — jy todavia contienen agual

La Fig.21 muestra un ejemplo de cisterna: el agua de la piscina de la Fig.20 baja
por el desague, cuando abres la tapa, y para saber como de grande quieres hacerla,
y asi saber cudntas veces podras llenarla con el agua de la piscina, debes calcular
volimenes. Puedes hacer esto con la cisterna siempre que puedas hacer medidas
para obtener al relacién entre el diametro r y la altura z sobre el fondo: una
vez tengas 7 = f(z) puedes expresar el volumen V para cualquier nivel de agua,
digamos Z, como una integral definida, fOZ dV tal y como hicimos para la piscina.
iPiensa en ello!
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4.3. Integrales ‘por sustitucion’

En esta secciéon nos vamos a dedicar a buscar maneras de obtener una integral
que no esté en nuestras listas (Tablas 1 y 2) — relaciondndolas con una integral
que si lo esté. El primer método se llama integracién por sustitucion y ya
nos hemos topado antes con un simple ejemplo del mismo. Al final del Capitulo
3, habia una anotacién sobre hacer un “cambio de variables”. Esto nos daba un
método ttil para integrar funciones como f(ax + b), cuando tinicamente sabiamos
el resultado de integrar f(x). Simplemente pensabamos en az + b como una nueva
variable, llaméndola, por ejemplo, u, y usdbamos el resultado que ya conociamos
para obtener [ f(u)du — que luego podfamos volver a escribir en términos de la
variable original, x.

El método se basa en la ecuacién (2.22) del Capitulo 2, que nos ensena cémo
derivar una “funcién de otra funcién”, y = f(u), donde u = u(zx). La operacién
inversa, integrar una funcién de otra funcion, sigue de la manera habitual: ya que
y se convierte también en una funcién de x

dy dy du
dz ~ dudz
y, integrando ambos lados de esta ecuacién con respecto a x, obtenemos

dy du
= | =2 4.23
4 / du dx ( )

En esta seccién veremos ejemplos de cémo usar esta regla.

» i)y = f(r+a)=(x+a)", a = constante. Sustituye = + a por u y luego
aplica (4.23) para obtener

d
/(:L‘—l-a)"dx = /u —de—/undu
du

unJrl (:L‘+a)"+1
n+l  n+l

va que, de (4.5), (dz/du) = 1/(du/dz) = 1. Asi pues, en este caso sim-
plemente usamos una de las integrales de la tabla, sustituyendo (z + a) en
lugar del original x. Ten en cuenta que esto puede usarse con cualquier de
las funciones listadas, no sélo para z", porque dz/du depende tinicamente
de la forma de u(x).

)

» (i) y = f(ax) = (ax)", a = constante. Ahora sustituye ax = u y vuelve a
aplicar (4.23):
/f azr) = /f —du = /f(u)(l/a)du

- (1/a) / f(u)du = (1/a),
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ya que (dz/du) = (1/a)(du/du) = 1/a. Asi que usamos el resultado de las
tablas, para [ f(z)dz, con az en lugar de z, pero luego dividimos por la
constante a.

» (ili) y = f(az +b), a,b constantes. Sustituye az + b = u y aplica (4.23):

/faa:—l—b - /f —du—/f(u)(l/a)du
_ (1/a)/f(u)du

Una vez mas, usamos un resultado de las tablas, con u en lugar de x, divi-
diéndolo por la constante a.

= (iv) y = [ f(u)du, u = u(x) = 2. En este caso, aplicando la (4.23) tenemos

/f du_/f —dx_/f(xQ

con lo que la integral de la derecha puede ser sustituida por la de la izquierda,
que puede resultar mas facil de evaluar. Este resultado es general: siempre
que el integrando sea una funciéon de una nueva variable u, multiplicado por
la derivada du/dx, podemos sustituir el resultado de la izquierda. Asi, en
este ejemplo, [ f(2?)(2z)dz = [ f(u)du, pero de manera general,

/f —dx

puede ser sustituida por I = / f(u)du. (4.24)

Cualquier integral de la forma [

Un caso especial importante ocurre cuando f(u) = 1/u, ya que entonces

/de :/%du:logu. (4.25)

u

En palabras, Siempre que el numerador de un integrando sea la derivada del
denominador, la integral serd el logaritmo del denominador.

Por supuesto, no es necesario recordar todos los casos posibles, ya que es muy fécil
deducirlos a partir de (4.23). Por ejemplo,

» (iv) y = sinax, a = constante. Sustituyendo ax = u y aplicando (4.23):

/sin(aaz)dx = /sinuj—xdu: (1/a)/sinudu
u

= (1/a)(—cosu) = —(1/a) cos(ax),

y finalmente
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 (V)y= #er, a,b ambas constantes. Sustituyendo ax + b = u,

/ wi -z = (1/a) og(az + b)

No siempre es facil elegir una sustituciéon que simplifique las cosas: lo tnico que
debes hacer es probar todo lo que se te ocurra que pienses que pueda funcionar.
Por ejemplo, cuando intentdbamos hallar el area de un cuadrante circular, usando
coordenadas Cartesianas, llegamos al resultado

A:/ vVa? — x2dx
0

pero no sabiamos cémo resolver la integral. Si pruebas u? = a? — x2, para eliminar
la raiz cuadrada, verds que no sirve de nada. En cambio, la sustitucién x = asinu
si es util: nos deja, antes de comenzar la integracién,

2

\/aQ—:z:Qz \/a2—a2sin2u:a\/l—sin2u:acosu.

Con esta sustitucién también necesitamos el factor dz/du en el integrando. Este
serd dz/du = acosu y ahora podemos integrar facilmente:

/\/ a? — x2dx = /acosu x acos udu = a2/6052 udu,

lo que parece mas sencillo. jPero como lo hacemos? Debemos recordar algo del
Manual 2, donde aprendimos a manejar funciones trigonométricas como sinzx y
cos . Aprendimos a calcular el seno y el coseno de la suma de dos angulos, dados
en ecuaciones (4.22) del Capitulo 5: tenfan la forma sin A + B = sin Acos B +
cos AsinB y cosA+ B = cos Acos B — sin Asin B. Y ahora, sustituyendo A =
B = u, podemos al fin integrar. Nos queda

/ Va2 —22dz = d? /cos2 udu = a* / (14 cos 2u)du
= 1a®[u+sinucosul,

donde hemos usado [ cosazdz = sinz de la Tabla 1 (dividiendo por la constante

a = 2 para el angulo doble) y sin2u = 2sinucosu (de la férmula de arriba, de

sin A + B).

Todo lo que queda es poner los limites para cacular la integral definida.

En el limite inferior x = 0,sinu = z/a = 0: so [...] = 0.
Y en el superior z = a, sinu = (z/a) =1, u = 4w s0 [...] = [§7 +sin 7 cos 37| =
[3m+1x0] =3

w/2

Con lo cual, A = 1a? [u + sinucosu],_/* = a?7%/4 y el 4rea de todo el circulo es
cuatro veces esta, Ta?. Este es el mismo resultado que encontramos en (4.19), pero
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aqui hemos tenido que trabajar mas duro para encontrarlo — porque hemos man-
tenido las coordenadas Cartesianas (z,y) en lugar de buscar una transformacién
de éstas que hiciera a la integral mas facil de evaluar.

En esta seccion hemos encontrado una manera de integrar ‘invirtiendo’ la regla de
derivacién de funciones compuestas. En la proxima seccién, buscaremos una regla
de integracion basada en el método de derivacién de un producto de dos funciones.

4.4. Integrales ‘por partes’

En esta seccién vamos a partir desde la regla (2.21) para derivar el producto de
dos funciones, y(z) = u(x)v(zx):
dy  dv du

-7 2 _ 4.2
dx udm—i_vdm’ (4.26)

donde u y v son dos funciones que sabemos cémo derivar. A esta expresion se le
puede dar la vuelta, como de costumbre, ddndonos cuenta de que

d

Dada d—y = f(x), entoncesy = /f(x)da:.
x

(Recuerda que la derivacién y la integracion son procesos inversos, D y D™, y que

utilizar el simbolo de integral (/) es sélo una notacién alternativa.) La ‘versién

dada la vuelta’ de (4.24) es

dv du
= = _ 4'2
Yy =uv /udxdx—l—/v—dmdx (4.27)

y, recolocando los términos,

dv du
/uadx =uv — /’U@dl‘. (4.28)

Si nos percatamos de que el integrando de una integral que no conseguimos re-
solver tiene la forma u(dv/dz), eligiendo nosotros, de manera conveniente, las dos
funciones u, v, entonces podemos escribirla en términos de la integral del producto
v(du/dx). Y si hemos hecho una correcta eleccién de u y v la nueva integral puede
que tenga forma de una que s7 podamos resolver.

Una vez maés, no hay ninguna regla general para averiguar cémo elegir las dos
funciones. La tnica receta es tu imaginacion, y tu intuicién, que se entrena con la
practica.

Veamos unos cuantos ejemplos de cémo funciona esto:

» (i) Supén que queremos resolver I = [ x coszdz. Esto puede verse como la
parte izquierda de (4.25) si tomamos



En este caso v =sinz y (4.25) se convierte en
d d
rz—sinzdr = xsinx — [ sinz—(x)dx
/ dx / dm( )
= gxsinx — /sinxdx
= xsinx + cosz

(ii) Una integral parecida es I = [ zlogzdz. Esto sugiere que tomemos

d
u = log x, —Uzl, v =,
dx

tal que (4.25) queda
d
/logazda: = (logm)x—/xd—(logaz)dx
x
1
= zlogz — /x;dm =zlogz — .

(Este es el método por el que obtuvimos el resultado de la tercera fila de la
Tabla 1)

(iii) Muchas veces las integrales que queremos obtener vienen en pares. Por
ejemplo,

P = /e‘wcos(bx)dx,

Q = /eaxsin(bx)dx.

Para calcular P, prueba tomando cos(bx) = u y e** = dv/dx, tal que v =
e /a. Integrando por partes obtenemos, aplicando (4.25),

P = (e"/a)cos(bxr) — /(ea‘”/a) X (=bsin(bx)dz
= (e"/a)cos(bx) + bQ/a.
Mediante el mismo proceso (jhazlo!) encontraras
Q = (" /a)sin(bx) — bP/a.

Recolocando estos resultados, obtenemos un sistema de ecuaciones (Seccién
2.3 del Manual 2):

aP — bQ = e** cos bz, bP + a@ = e** sin bz,

el cual puede ser resuelto facilmente para obtener P y (. El resultado es
(compruébalo t):

P = e (bsin bx + acos br)/(a® + b?),
Q = e(asin bx — bceos bx)/(a® + b?).
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Hay muchos otros truquillos para resolver integrales que a simple vista no parezcan
resolubles, pero los ejemplos vistos son suficientes de momento para continuar. En
los ejercicios del final del capitulo encontrards mas integrales para practicar, con
pistas para resolverlas.

4.5. Integrales numéricas

A menudo, querremos resolver una integral definida de una funcién, pero no encon-
traremos expresién para su integral indefinida — con lo que no podremos sustituir
los valores de x en los limites de integracion y restarlos posteriormente. En es-
tos casos, nuestra Unica alternativa es usar la aritmética para calcular el area de
manera aproximada, proceso denominado integracién numérica.

La aproximacion mas simple consiste en dividir, como ya hemos hecho varias veces,
el area en rectangulos verticales de anchura fija, llamémosla h, desde X7 hasta Xs
y sumar posteriormente el area de estas tiras. Calculemos el drea bajo la curva de
y = f(x) = (1 +2?)~! entre los limites X; = 0 y X5 = 1,0, dada por la integral

definida
L |
A= / L
0 1"‘132

En la Fig.45(a) podemos ver una aproximaciéon muy basta, donde sélo hemos
tomado tres puntos de la curva y = f(x), x1 = X3 = 0,23 = X3 = 1,0 y un punto
entre ambos, z9 = 0,5. Por ello, el area se divide en dos piezas de anchura h = 0,5.

ﬁﬁjmﬁ

000250507510 X 000250507510 X 000250507510 X
(a) h=0,5 =0,25 ¢) Simpson
F1gura22

Las ordenadas para estos valores de x seran, respectivamente, y1, yo, y3; y el area de
las piezas formadas uniendo los puntos (z1,41), (z2,%2), (x3,¥3), serd de L (y1+y2)h
y %(yg +y3)h, respectivamente. La primera tira tendra un area de A; = 5(y1+y2)h
y la segunda (que en este caso es un tridngulo) de Ay = (y2 + y3)h. Una primera
aproximacion del area total serd, por tanto,

Am A+ Ay = Ry +y2 + Lys)h.

En la Fig.22(a) el ancho de cada tira es de h = 0,5 y el drea total es A ~ 1,55h =
0,7750. (Haz td también el célculo)
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Para obtener una mejor aproximacion, podemos dividir toda el area a calcular en
n tiras, de manera que la anchura de las tiras h = 1/n sea cada vez menor, en
lugar de h = 1/2.

A (G +y2+ys+ oo + 5Yns1)h, (4.29)

donde sdlo el primer y tltimo valor de y tiene coeficientes % Esta regla se conoce
como la regla del trapecio porque cada tira tiene la forma geométrica de uno.

En la Fig.22(b) podemos ver el resultado de tomar n = 4, y por tanto h = 1/4,
s6lo la mitad de ancho que el ancho de las tiras de la Fig.22(a). Las ordenadas en
x1 =0, zo = h, x3 = 2h, ©4 = 3h, x5 = 4h (recuerda que x = 0 nos da la primera
ordenada) son, respectivamente, y; = 1,0y2 = 0,9412, y3 = 0,8 y4 = 0,64 y5 = 0,5;
y si repites el calculo por ti mismo verds que da un area total aproximada de
A =~ 3,1312h = 0,7828.

La regla del trapezoide no da resultados muy buenos ya que la parte superior de
cada tira estd cerrada con una recta, mientras que en la mayoria de los casos, la
funcién original sera curva. Puede dar mejores resultados usar una curva, y la mas
sencilla que se nos ocurre es la parabola, que se describe mediante una ecuacién
de segundo grado y = A + Bz + Cz? (Seccién 1.2 del Manual 3 ). Si conocemos
tres puntos de la curva, podemos elegir las constantes A, B,C' de manera que
la pardbola pase por todos ellos. Y si hacemos esto para cada dos tiras de las
usadas en la Fig.22(b), estas encajaran mucho mejor con la original. En la Fig.22(c)
podemos ver el resultado de usar este método con cada dos tiras (con h = 0,25)
para que la tira doble (h = 0,5), tenga tapa curvada. Las constantes estan elegidas
de manera que yp, Y1, y2 sean coordenadas de la primera tapa, y de la misma
manera, 42, 43, ¥4 definen la segunda tapa. Ahora, en lugar de las dos tiras gordas
con parte superior recta, de la Fig.22(a), tenemos dos con parte superior curva.

(,Cémo nos ayuda esto a obtener una mejor aproximacion del drea bajo la grafica?
Pues mediante la integracion de las pardbolas que hemos calculado, que no es nada
dificil, ya que tienen férmulas del tipo y = A+ Bz + Cx2. Después, sumamos estas
integrales, como hicimos en los métodos anteriores.

Vamos a hacer todo este proceso de forma detallada. Primero, imaginemos que
tenemos dos tiras unidas, para las cuales definiremos variables distintas a las an-
teriores. Tomaremos x = x( para la ordenada central, en la unién de las dos tiras,
con su correspondiente y = y. Los limites superior e inferior de integracion para
el conjunto de las dos piezas estardn en x = xg+hy x = g — h, a los que podemos
llamar z41 y x_1, respectivamente. Para facilitar aiin més las cosas, mediremos x
con ¢ = zg = 0 como origen. Las ordenadas de los tres puntos estaran por tanto
en
r=x_1=-h 2o =0 Ty =+h

y tendran como alturas
Y=Y-1 Yo Y+1-

Si aplicamos en la féormula de la parabola que x = 0, tendremos y = A+ B x 0 +
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C x 0% = yp, por lo que la primera constante serd A = yq.

Ahora sustituimos = —h y nos queda y = A — Bh + Ch? = y_;, mientras
que con z = +h obtenemos y = A + Bh + Ch? = y,1. A partir de estas dos
ecuaciones, elaboramos un sistema sencillo, y podemos calcularlas dos incégnitas
que nos faltan, By C.

Si restamos a la segunda ecuacién la primera, los términos con A y C se anularan,
con lo que queda 2Bh = y11 — y—1. Asque B = %(yﬂ —y—1)/h.

Si en lugar de ello sumamos las dos ecuaciones, e introducimos en ellas el valor ya
calculado de A = 3, obtenemos 2yo + 2Ch? = y,1 +y_1. Por lo que C debe valer
C = 3(y+1 4+ y—1 — 2y0)/h%.

El siguiente paso es ya encontrar el area de la doble tira, bajo la grafica de y =
A+ Bz + Cx?. Esto equivale a calcular la integral definida de [ ydz entre x = —h
vy x = +h:

+h
/h (A+ Ba + Ca?)dz = [Az + 1 B2 + C(%/3)] 7.

Cuando sustituimos los limites de integracién y los restamos, nos queda
Ah — A(=h) + C(h*/3) — C(—h*/3) = 2Ah +2Ch*/3

y sustituyendo los valores de A y C nos queda (comprueba cuidadosamente este
resultado...)

+h h
/ ydr = 3 -1 +4yo + y41] - (4.30)
—h

Ahora podemos calcular el drea bajo toda la curva, entre los limites z1 y z,, (la
primera y ultima ordenada). Primero sustituye yi, y2, y3 por y—1, yo, y+1 en la
féormula (4.30) para calcular el area de la primera tira-doble; después haz lo mismo
para la siguiente, usando ys, ¥4, ¥5; v asi sucesivamente hasta que obtengas la
ultima ordenada y,,. Cuando sumes todas estas pequenas areas, tendras el resultado
del area total A con la forma

A= [(y1 +4y2 + y3)
+(y3 + 4ys + ys)
+(ys5 + 4ys + y7)
4o (h)3)
= [(y1+yn) +2(ys +y5+...) +4(y2 + ya + ...)] (R/3) (4.31)

Este resultado es la llamada Regla de Simpson. Es facil de recordar si se expresa
en palabras:

Haz la suma de la primera y tltima ordenada, y; + y,. Simale el doble
de la suma del resto de las coordenadas impares (y3,¥s,...). Y a todo
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ello simale el cuddruple del resto de coordenadas (las pares, sin contar
la tltima en caso de que también lo fuera) (y4,ys,...). Finalmente,
multiplica el total por h/3.

Este método no es dificil de usar, y da bastante buenos resultados siempre que
h no sea muy grande, y el integrando se comporte “bien” dentro del rango de
integracién.

En la Fig.22(c) podemos ver un ejemplo del método, aplicado a la misma curva que
en (a) y (b), con h = 0,25. Segtin la Tabla 2, la integral indefinida de y = 1/(1+2?)
es tan~! z, funcién que devuelve el dngulo, en radianes, cuya tangente sea x: en
el limite superior de la integral definida, z = 1, que es la tangente del angulo 7/4
(45 grados), mientras que en el limite inferior, z = 0, que es la tangente del dngulo
0. La resta de ambos es el valor de la integral definida que estamos calculando:
m/4. Como h = 1/4, el valor aproximado de nuestra drea es 3,1416/4, donde
7w ~ 3,1416. Esta aproximacion a las diezmilésimas es buena. Sin embargo, si usas
una calculadora, facilmente puedes obtener un valor de m ~ 3,141593 utilizando
diez tiras en lugar de cuatro.

Hasta ahora hemos hablado de métodos para calcular el valor de integrales definidas
mediante métodos numéricos, pero también es posible derivar una funcién medi-
ante procesos similares. En la Regla de Simpson, por ejemplo, la funciéon que
queremos integrar se representa, pieza por pieza, encajando su grafica a la de poli-
nomios y = A + Bz + Cz?; més tarde se integra cada trozo para obtener su 4rea.
Podemos, en lugar de ello, derivar el polinomio para obtener la pendiente de su
curva, para cualquier valor de x. De esta manera, obtenemos un resultado similar
a (4.30) pero dando el valor de dy/dz en el punto medio & = z( en lugar del drea
de la tira entre las coordenadas x_1 = x9 — h y 41 = xo + h. Esta aproximacién,
de poca complejidad, nos da:

dy 1
— | == —y_1). 4.32
() =gt w0 (4.8

Pero este calculo lo hemos hecho s6lo con con tres ordenadas. Si quieres un resulta-
do atiin mas preciso, puedes usar cinco en su lugar, encajando la curva a la ecuacién
y = A+ Bx + C2? + Da® + Ex*, y buscando sus constantes a partir de las orde-
nadas xg, rogth, xo+2h, para después derivar. El resultado es sorprendentemente
sencillo:

dy 1
= ~—[y_9 — +8 —y_1)|. 4.33
() = 137 2= ea) + 800~y (4.33
Si alguna vez te atascas en la resolucién de un problema, no te olvides de que siem-
pre puedes recurrir a la aritmética — jal fin y al cabo, ahi es donde las matematicas
empezaron! Existen a dia de hoy innumerables libros sobre métodos numéricos, e
incluso los ordenadores mas viejos pueden hacer todos los calculos por ti.
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Ejercicios

1) Comprueba que se cumple DD™! = D7!D = | cuando los operadores D,D~*
se aplican a las funciones listadas en la Tabla 1. (Pista: Primero trabaja con el
ejemplo visto en el capitulo para f(z) = z". Después haz lo mismo con el resto de
funciones, mediante pasos similares.)

2) Obtén dy/dz para las funciones y = f(z) de la Tabla 2 y comprueba una vez
més que DD~! =D7'D = 1.

3) Para este ejercicio, definiremos el operador x como “multiplicar por z”. Demues-
tra que Dx—xDx es equivalente al operador identidad, |, cuando se aplica sobre una
funcién regular (Con “buen comportamiento”) f(x). (Esto es cierto para todos los
valores de x en el intervalo (—oo, +00).) (Pista: Mantén la funcién f(x), mientras
ejecutas los operadores, y librate de ella al final para obtener el resultado.)

4) Usa la ecuacién (4.13) para obtener una expresién para la distancia sjo entre
los puntos (z1,y1) y (22,%2) en una parabola de ecuacién y = x?. Trata de resolver
la integral mediante métodos vistos en la Seccién 4.3. Si no lo consigues, utiliza
los de la Seccién 4.5 para obtener una aproximacion.

5) Trabaja sobre el célculo que hicimos del volumen de agua en una piscina. Pero
ahora supén que queremos calcular el volumen de agua (o vino) contenido en un
caliz de forma parabdlica z = A+ Br + Cr?, siendo z la altura del liquido relativa
a la base (donde z = 0) y r el radio del contenedor a una altura z.

Primero calcula las constantes A, B, C para la ecuacion del caliz que tendrda Z = 6
cm de profundidad y anchura de R = 2,5 cm en la parte superior.

Cuando el caliz esté lleno hasta arriba, jcudnto vino cabra? Y cuando parece que
estd medio lleno, con (z = %Z ), icudnto liquido queda en realidad?

6) Resuelve las siguientes integrales indefinidas (en las que a,b son constantes):

(a)
cT
—d
/a$2+b v
/xcostdx

/ﬁ\/f T

(Pista: usa (4.25))
(b)

Pista: pon 22 = u
( p

(c)

(Pista: pon /x — 1 = t?)
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(d)
/ N

(Pista: pon 2 — 1 = t2)
(e)

/:C?e‘vda:
(Pista: usa (4.28), tomando e* = 3—; )

7) Muestra cémo los resultados del dltimo ejercicio cambiardn si reemplazamos z
por cz (c = constante).
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Capitulo 5

Series de potencias,
convergencia y el teorema de
Taylor

5.1. Secuencias, series y sumatorios

Ya desde el libro 1 (Seccién 5.1) pudimos ver conjuntos de nimeros con carac-
teristicas muy especiales (y utiles). Por ejemplo, la “serie exponencial”

=1+1 1, 1 ! L 5.1

e=1+ +§+6+ﬂ+m+"' ()

es la suma de la secuencia de términos 1, 1, 1/2, 1/6, 1/120, ... que contintia

de manera infinita. El término general de la secuencia tiene la forma 1/n!, donde

nl=1x2x3x4.. xn, el “factorial de n”, es el miltiplo de los n primeros
nimeros naturales.

De forma similar, la secuencia de términos a, az, az?, az?, ... forma una “progresiéon

geométrica”’. La suma de estos términos,
S =a+ar+ar®+ax®+ ..., (5.2)

forma una serie geométrica en la que cada término, u,, depende de dos niimeros:
ay.
-1
S=uy+us+us+us+ ... (up=ax"""). (5.3)
Ahora, llevemos estos conceptos un paso més lejos.

En general, una secuencia es un conjunto de términos que pueden ser colocados
con un orden definido, como u1, us, us, ..., donde el subindice muestra el lugar que
ocupa cada término. Estas secuencias pueden ser finitas cuando tienen un ltimo
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término, u,, (con n finita). Y en caso de que no lo haya, diremos que la secuencia
es infinita.

De manera muy habitual, el término general u, en una secuencia se obtiene a
partir de su subindice r aplicado a alguna regla sencilla, como en las progresiones
geométricas, donde el término résimo es u, = az”~!. Por otro lado, en la serie
exponencial (5.1), el término general se expresa como w, = 1/r!, comenzando
desde r = 0, para cuyo calculo es necesario tener en cuenta que se define 0! = 1.

Cuando una secuencia es infinita, esta puede tener un limite, que es el valor
al que los u, se aproximan a medida que tomamos un r mayor. Este limite se
representa formalmente como lim, . (u,); y si este limite es un nimero finito y
unico (obtenemos el mismo valor calculdndolo de distintas maneras) decimos que
la secuencia converge. En el resto de casos, decimos que la secuencia diverge: no
tendrd limite finito, o el dltimo término puede variar enormemente dependiendo
del valor de r. Casi siempre estudiaremos secuencias convergentes.

Cuando los términos de una secuencia se suman, como en (5.1) y (5.2), lo denom-
inamos serie. En muchas ocasiones, es 1til solo incluir en esta suma los primeros
n términos de la secuencia, a lo que llamamos suma parcial. La suma parcial, o
la ‘suma de los n primeros términos’, se define por tanto como:

n
Sn = u1 +us +ug +ug + ... un:Zur. (5.4)
r=1

Al igual que una secuencia infinita puede o bien converger o diverger, ocurre lo
mismo con las series infinitas. Estas series convergen cuando las sumas parciales
(5.4) van aproximandose a un limite finito y tnico S, a medida que n aumenta de
valor:

S = lim S,. (5.5)

n—oo
En caso contrario, la serie diverge.

La serie (5.1) es convergente. Pero la serie (5.2), que depende de la variable z, es
convergente sélo cuando el médulo de = es menor que 1, es decir, cuando |z| < 1.
En el resto de casos, es decir, cuando || > 1, el valor de S,, aumenta sin limite
cuando n — oo y por tanto la serie diverge.

En el Libro 1, concretamente en la Seccién 5.1, supusimos que una serie convergeria
a medida que sus términos cada vez fueran menores; pero ahora tratemos de ser
mas precisos. Nos hacemos por ello la pregunta:

;,Como podemos saber si una serie converge?

Para empezar, es ciertamente condicion necesaria que la secuencia de términos que
la forman (5.4) sea convergente — esto es, que a medida que n aumenta infinita-
mente, u, — 0. Esto es necesario ya que explica que si se aniadiesen més términos,
la suma parcial S,, ya no variarfa. Pero no es una condicién suficiente. Por
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ejemplo, analicemos la serie

111 1
I+ —=+——=+—+ . +—=+ ...
V2 V3 V4 vn

El término nésimo, 1/y/n efectivamente se aproxima a 0 cuando n — oo; sin

embargo, 5, no. Para comprobar que esto es cierto, hay que percatarse de que todos

los términos que preceden a u,, son mayores que u,, y por tanto, la suma de los n

primeros términos serd mayor que n veces el valor del ltimo: S, > n x (1/y/n).

Expresado de otro modo, S,, > +/n. A medida que n toma valores préximos al
Y n

infinito, lo mismo ocurre con S, y la serie por tanto diverge.

Hay varias condiciones que si garantizan la convergencia de una serie dada, y
son por tanto condiciones necesarias y suficientes. Algunos de estos tests
de convergencia estin basados en hacer una comparacién con una serie cuya
convergencia es conocida (como la serie geométrica, cuya suma parcial S, ya fue
expresada en el Libro 1, ecuacién (5.1), para cualquier valor de n): si los términos
de la serie dada son todos menores o iguales a los de una serie convergente cono-
cida, entonces la serie dada debe ser también convergente. Otros tests se basan en
comparar el término nésimo de una serie dada con el que le sigue (n + 1), para ver
si los términos se van haciendo mayores o menores. De estos tests, usaremos el lla-
mado Criterio de DAlembert, que debemos al matematico francés dAlembert
(1717- 1783):

Un+1
Unp,

Si lim

n—oo

< 1 la serie converge. (5.6)

En caso contrario, la serie diverge (excepto si este ratio da 1, en cuyo caso sera nece-
sario realizar alguna comprobacién mas).

Probémoslo con dos de las series que ya hemos utilizado antes:
Ejemplo 1. La serie geométrica.

Supongamos que no conociéramos la expresién de la suma de la serie geométrica
I+x+z?+2%+ ... (que es (5.2) con a = 1), sino sélo que su término general es
u, = 2. Si aplicamos en ella el Criterio de DAlembert (5.6):

Un+1
Un,

Iim

n—oo

= |a] (5.7)

observamos que la serie converge mientras que |z| < 1. Para |z| = 1, (x = £1) este
test no nos arroja solucién, pero una suma infinita de 1s es claramente infinito, y
la serie diverge.

Ejemplo 2. La funciéon exponencial.

Como ya hemos visto con anterioridad, la funcién y = e* = exp x se define por la

serie

2 $3 $4

X
_ T N
y=e"=l+a+ 7+ + 5+ (5.8)
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Su término general es por tanto z™/n! y aplicdndole el ratio de (5.6) nos queda

Upg1 2t pl oz (5.9)
u, (n+Dlan n+1 ’
Tras aplicar el limite de n — oo, nos queda
lfm |2 = i | ‘ =0 (5.10)
n—oo | Up, n—oo |n + 1

y por tanto la serie converge para todos los valores reales que pueda tomar la
variable z.

5.2. Las series de potencias y su convergencia

Funciones como (5.2) y (5.8) son ejemplos de series de potencias, que consisten
en sumas ordenadas de potencias de la variable independiente x, cada una con un
coeficiente constante: en general

y = f(x) = ag+ a1z + agx® + azx® + ..., (5.11)

donde ag, aj. ay ... son los coeficientes (nimeros constantes), es una serie de
potencias que representa la funcién f(x). En este caso, las potencias son enteros
positivos, incluyendo al cero (que nos da el primer término ag = agz?).

La condicién de convergencia (5.6) toma para esta serie la forma

Z. (1/ x Z.
lim |1 ‘: lim |z|| =] <1, (5.12)
n—o0 anxT"” n—o0o n
que también puede escribirse como
, Qn,
[z| < lim =R (5.13)
N—=00 | n+1

donde R, el limite de la parte derecha en la dltima ecuacion, es el llamado radio de
convergencia de la serie. Si dibujamos un circulo de radio R alrededor del punto
x = 0, entonces la serie convergera tinicamente para los valores de x contenidos en
el circulo (es decir, entre —R y +R).

Te preguntaras por qué hablamos del radio de un circulo. Es asi porque en el andlisis
matematico no sélo se estudian los niimeros reales, sino también los complejos (Libro 1,
Capftulo 5) z = x + iy, donde i es la ‘unidad imaginaria’con la propiedad i> = —1. Los
numeros complejos x + iy, dependen de pares de nimeros reales, = e y, y tienen un médulo
|z|, que también es real, y se calcula utilizando |z|? = 22 + 2. De esta manera, si se utiliza
el par (z,y) como coordenadas de un punto del plano, entonces |z| serfa su distancia del
origen (x = y = 0); y la condicién |z| < R se cumpliria para todos los puntos comprendidos
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dentro del circulo de radio R — y no sé6lo para los reales, representados como puntos en el
eje X entre x = —R y © = +R. Pero el tema del andlisis matemaético, aplicado a funciones
de variable compleja, necesitaria de por si un libro entero, por lo que aqui no lo trataremos.

Para las series geométricas (5.2), R = 1; pero para las exponenciales (5.8), R = oc.
La funcién exponencial y = exp z es por tanto convergente para todos los valores
de z, ya sean reales o complejos. A partir de esto, series de funciones como y =
sinz,y = cosx, ya usadas en el Libro 1, seran también convergentes para todos los
valores de la variable x, ya que son combinaciones de las funciones exponenciales
expix y exp —ix, esto es e” para dos valores imaginarios z = +ix de la variable
independiente. En la siguiente seccién estudiaremos cémo representar cualquier
funciéon mediante una serie de potencias.

5.3. El teorema de Taylor

Al final del anterior capitulo, (en la Seccién 4.5) usamos una serie de 3 potencias
y = f(z) = A+ Bz + Cx? para representar cualquier funcién dada y = f(z)
en el intervalo de (zg — h) a (zg 4+ h), siendo z(y el punto medio del intervalo.
De esta manera fuimos capaces de calcular el area de una franja de anchura 2h,
bajo la curva, en funcién de las correspondientes ordenadas (valores de la funcién)
y-1 = f(xog —h), yo = f(x0), y+1 = f(xzo + h). Y sumando las dreas de muchas
franjas similares, podiamos estimar el valor de la integral definida, representada
como el drea bajo toda la curva comprendida entre cualesquiera limites dados
x = ay x =b. También nos percatamos de que usando una aproximacién con 5
términos y = A+ Bx + Cx?+ D23 + Ex? conseguirfamos un resultado més exacto.

Estudiemos ahora un caso més general, usando un polinomio de grado nésimo,

fx) = ag+a1x+ agx® + a3;1:3

+anx", (5.14)

en el que hay (n + 1) coeficientes ag, ai, ...

a,. Los coeficientes pueden ser hallados, una vez mas, en términos de las ordenadas
Y0,Y1, -.- Yn correspondientes a un conjunto de valores z: xg, 1 = 9 + h,x2 =
xo + 2h, ... x, = 9 + nh (usando h como espaciado comin entre una ordenada
y la siguente). Pero en lugar de calcular los coeficientes de esa manera, que es
bastante complicada, utilizaremos un brillante truco descubierto por Brook Taylor.
El descubrié todos estos coeficientes podrian ser calculados derivando la funcién
f(x) y mas tarde tomando x = 0. De esta manera, ag es el tnico término que
queda cuando x = 0 — ya que todas las potencias de x son 0 y nos queda f(0) =
ag+a; x0+ay x 0+ ... —y porello ag = f(0).
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El siguiente paso es derivar sucesivamente la funcién:

d

fl(x) = 1= 0+ a1 + 2zas + 32%as + 423a4 + ..
" d*f 2
fi(z) = F:0+0+2a2+6xa3+12$ as + ...
x
n d3f
f(z) = @:0+0+0+6a3+24m4+...
@) = DY(@)=0+0+0+0+24as + ...,

etcétera. (Nota: el superindice en f@W(x) = D*f(x) significa “f(z) derivada 4
veces” y el simbolo D, ya usado en capitulos anteriores es equivalente al operador
(d/dx) — en este caso aplicado 4 veces.)

Finalmente, apliquemos = = 0 en todas las ecuaciones anteriores. Los resultados
son

f(0) =ag, f(0) =ay, f"(0) = 2as, f"(0) = 6as,
F0) = mlag, .., (5.15)

donde el término general (el ultimo mostrado) contiene al factorial m! = 1,2,3. ... m.
Usando (5.15) en (5.14) finalmente obtenemos el Teorema de Taylor para un
polinomio finito de grado nésimo:

J)Z .1‘3
fx) = f0)+zf(0) + 5 f7(0) + 57 f7(0) + .

+fz—f(n)(0)' (5.16)

Esta serie termina tras n + 1 términos, y la expansién de f(z) es alrededor el
origen, z = 0, y no alrededor de un punto en mitad del rango del que podamos
necesitar la serie. Ademas, de momento no hemos probado que este polinomio sea
equivalente a ninguna funcién — salvo otro polinomio. jPero es un buen comienzo!

Una forma més general del teorema, en la cual la funcién f(z) es expandida en
torno a cualquier punto, y no sélo x = 0, es la que sigue. Introducimos una nueva
variable £ = = + h, tal que cuando x = 0 Z tomara el valor £ = h, y ahora
prestamos atencién a la funcién f(z) = f(x + h). Si mantenemos = constante,
podemos desplazarnos a lo largo de la curva y = f(Z) cambiando h y hablando de
y = f(x 4+ h) como una nueva funcién y = g(h). Como Z y h difieren inicamente
por la constante (z), las derivadas dy/dz y dy/dh, seran iguales; y esto serd cierto
en sucesivas derivaciones. De este modo

g(h) = f(x), g'(h) = f'(x), g"(h) = "(2), etc.

Ahora apliquemos (5.16) sobre la nueva funcién g(h), tras lo que obtenemos

h2 3
9(h) = 9(0) + hg'(0) + T;9"(0) + 579" (0) + ete
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y ahora expresemos esto en términos de f(z + h) = g(h) y sus derivadas, teniendo
en cuenta que h = 0 se corresponde a & = x. Nos queda

h2 h3
flat+h) = fl@)+hf' @)+ 50 f(2) + 57 (2) +
hn
o+ Hf<”>(g;), (5.17)

donde la funcién y sus derivadas, a la derecha, son todas evaluadas en torno a
un punto general x, en lugar de en torno al origen x = 0. En la mayoria de
casos, esta expresién del polinomio de Taylor es mas 1til que el primer caso visto
anteriormente (5.16).

Mientras apliquemos esta expansién a una funcién polindmica finita, la expresién
de arriba de arriba es generalmente vélida; sin embargo, ;no serfa mejor ain si
pudiéramos utilizar esta misma expresién con cualquier funcién derivable? Parece
probable que si se pueda hacer esto, ya que, como sabemos, una funcién dada
suele poder ser aproximada, al menos en un pequeiio intervalo, por un polinomio
con pocos términos; y tomando mas y mas términos podemos esperar obtener una
representacién casi equivalente de la funcién original en todo el intervalo en que
la funcién se comporta de manera ‘regular’. Pero demostrar que esto se puede
realizar es dificil: requiere que hablemos del resto R, — el sumatorio de todos
los términos restantes tras haber escrito los primeros n términos de la serie de
Taylor — y eso es tematica avanzada, para auténticos matematicos. Nosotros sélo
asumiremos que se pueden encontrar series de Taylor para todas las funciones
derivables. Los siguientes ejemplos muestran cémo se puede realizar esto:

Algunos ejemplos de series de Taylor

A pesar de que ya conocemos algunas series que representan funciones comunes
como exp x, sin x, cos x, es interesante comprobar como también pueden extraerse a
partir del teorema de Taylor, siempre y cuando sepamos derivarlas adecuadamente.
Miremos un par de ellas, y luego otra ain no estudiada.

Ejemplo 1. Las series de la funcién exponencial y logaritmica

Olvidemos por un momento la serie para la funcién e®, y supongamos que lo
tnico que sabemos de ella es que su derivada f’(x) nos devuelve la misma funcién:
f'(x) = f(z). Con esto, obtenemos todas las derivadas que queramos:

af

D _= —_— =

f = @)
D’f = DDf = f"(z),
D3f = DD*f = f"(z), ..., (5.18)

etc. Utilizando (5.16) nos queda

= r 2% a3
6:1+ﬁ+§+§+"” (5.19)
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Esta es la misma serie dada en (3.22); pero en este caso la hemos hallado a partir
de f'(z) = f(a).

Cuando por primera vez definimos la funcién logaritmica, y = logz, no encon-
tramos una serie para ella: en su lugar, la tuvimos que expresar como una integral,
logz = [(1/z)dz. Ahora demostraremos como también puede ser expresada a
partir de una serie de Taylor.

Como 1/z es una funcién ‘desagradable’, que ‘despega’, junto con todas sus derivadas,
en el punto x = 0, cambiémosle a una nueva variable ¢t usando 1+t en lugar de x
en la forma de integral. Nos queda

1 dzx

logz = | — <&
08T 1+¢dt

1
dt = | ——dt =log(1+1).
/ 1+1 51 +1)
Si ahora tomamos la integral definida, con limites ¢t = 0 (inferior) y ¢ = x (superior),
tenemos que

T
1 _
/ ——dt = [log(1 + t)]}= = log(1 + z), (5.20)
o 1+t

ya que el limite inferior es log1 = 0.

Ahora podemos facilmente obtener la serie que queremos usando que (1 + ¢)~!
es la suma infinita de los términos de una progresién geométrica simple (Libro 1,
Seccién 5.1):

A+rt=14+r+r2+r34+ ..,

con ‘razén’r igual a —t. Usando esto en el integrando de la izquierda en (5.20) y
integrando término por término nos queda

2?2 23 ot

log(1 =z——+———4 ... 5.21

og(l+z)==x 5 + 3 1 + (5.21)
Es importante notar que la serie converge unicamente para valores de x entre —1
y +1.

Ejemplo 2. Las series del seno y coseno

Las funciones sinx y cos x son periddicas, sus imagenes se repiten cada vez que la
variable z aumenta en 27 o, con un cambio de signo, cuando aumenta en 7. Alguna
de sus propiedades aparece resumida en el Libro 2, Capitulo 4; y ya sabemos por
(3.7) que,

Dsinz = cosz, Dcosx = —sinz. (5.22)

A partir de estas propiedades, y mediante repeticiéon, obtenemos que

D?sinz = Dcosz = —sinz,
D3sinz = D(—sinz) = —cosz,
Dsinz = D(—cosz)=sinz,

etc., donde cada término sigue al inmediatamente anterior a él.
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Para obtener la serie de Taylor equivalente de sin x, todas estas derivadas han de
ser evaluadas... — pero sélo en x = 0; jy eso es facil! Los senos son todos 0, mientras
que los cosenos son +1, alterndndose el signo. Poniendo estos resultados en (5.16)

obtenemos

3 2P

sinx:x—g—i—a—l— (5.23)

La serie de Taylor para el coseno se realiza de manera similar, comenzando con
D cosx = —sinz y hallando

D?cosz = —Dsinz = —cosz,
D3cosz = D(—cosz) = +sinx,
D'cosz = D(sinz) = cosz,

etc., y cuando x = 0 las derivadas una vez mas toman sélo los valores 0,+1.
Sustitucién en (5.16) nos da

2 .1‘4

x

cosle—g—i—ﬂ—i— (5.24)
Como la serie exponencial, estas expansiones convergen para todos los valores de
x en el intervalo infinito (—oo, +00).

Ejemplo 3. Las series de binomios
Conocimos por primera vez estas series en la Seccién 3.1, donde expandimos (a+b)"

y hallamos los tres primeros términos de la serie en (3.2). Si sustituimos a = 1,b =
x la serie se convierte en
(n=1) o nn-1mn-2) 5

(1+x)”:1+nac+n T + 3 2+ ... (5.25)

El resultado fue usado para derivar y = 2", donde n era un entero positivo, pero
ahora queremos demostrar que esta misma serie es valida para todos los valores
reales de n, ya sean positivos o negativos, racionales o irracionales. El teorema de
Taylor (5.16) nos permite hacerlo con facilidad.

En este caso la funcién que estamos expandiendo es f(x) = (1 + x)“, donde tanto
x como « son dos reales cualesquiera. Y necesitaremos todas las derivadas, f/(z) =
Df(z), f"(z) = D?f(x), ..., a pesar de que en teoria atin no sabemos cémo derivar
(1 4+ x) para valores generales de a. Para comenzar, supongamos que podemos
usar la misma regla que usdbamos si a era un entero: en ese caso D(1 + z)¢ =
a(1+42)%! (expresado en palabras “multiplicar por el exponente a y luego restar
1 al exponente ).

Usando esta regla, las derivadas que necesitamos serian

flle) = al+a)*" f(2) = ala = 1)1 +2)*72,
f"(z) = ala—1)(a—-2)1+z)*3 ..,
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etc. Y cuando aplicamos = = 0 nos quedan como resultado

f1(0) = a, f(0) = a(a = 1), f"(0) = afa = 1) = 2),
etc. De (5.16) sigue que los primeros términos de la Serie de Taylor son

1 —1)(a—2
(1+x)a:1+a:c+%x2+a(a 3)'((1 )b 4 (5.26)

Esto es exactamente lo mismo que en (5.25), excepto que en lugar del entero n
ahora estamos tomando a como cualquier numero real.

Por supuesto, deberiamos demostrar que las derivaciones se pueden realizar igual
que como derivabamos z" en la Seccion 3.1. Esto es algo complicado, por lo que
lo pondremos en la siguiente nota a pie de pagina, que no es necesario leer para
continuar avanzando en el Libro.

Nota: cémo derivar =% para cualquier «
Miremos atrds a la seccién que comienza con la ecuacién (3.26). En ella, se define la
funcién logaritmica como la inversa de la exponencial: en general, si p = e? podemos darle
la vuelta y decir que ¢ = logp (g es el exponente al cual debemos elevar la base e para
obtener p). De esta manera, podemos escribir

p = e? = €!°8P para cualquier nimero p.

Esto es una identidad: la parte derecha de la ecuacién p = e'°8? es sélo una manera distinta
de expresar lo mismo, p.

Aqui tenemos que tratar con y = z%; y nos ayudard (veremos por qué en un minuto)
introducir un logaritmo escribiendo = = €!°8*. Entonces, usando (3.23), podemos escribir

Y= & = ™ log x
y podemos derivar esto mediante un ‘cambio de variabletisando (2.22). Para ello, primero
recogemos en una nueva variable alog x = u, y dejamos la expresién de antes como y = e*..
Sabemos que (dy/du) =y = e* (propiedad bésica de la funcién exponencial); y por (2.22)
que (dy/dz) = (dy/du)(du/dz).

dy
dx

d d 1
e W (alogz) ==z e (alogz) = 2%« x) oz

donde hemos usado la propiedad (3.28) de la funcién logaritmo. Por consiguiente, el re-

sultado final es

a. d_y_ a—1

y=ux e (5.27)

— tal y como si « fuera un entero.
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Es posible encontrar un polinomio de Taylor para cualquier funcién en torno a
cualquier punto donde existan sus derivadas — jsiempre y cuando tengamos la
suficiente paciencia para hacer tantas derivaciones!

Ejercicios

1) Obtener series de potencias equivalentes a las siguientes funciones alrededor del
punto z = 0:

(a) sinz/x, (b) cosx/x,

(c) (1 —cosz)/z?, (d) (sinz — z)/a3.

. Cudles son los valores que toman estas funciones en el limite (si existe) cuando
x — 07

(Pista: Usar las series en (5.23) y (5.24))

2) Obtén la serie
23 162°
tan:z::a:—kﬁ—k 5l + ..,
hallando sus primeros términos mediante el Teorema de Taylor. (Pista: debes
derivar tan x varias veces consecutivas, y posteriormente debes aplicar x = 0 en los
resultados; y no te olvides que una forma de expresar la derivada de la tangente

es 1+ tan?2.) jPuedes comprobar que el siguiente término serd 27227 /7! ?

3) Utiliza el mismo método del ejercicio anterior para obtener las siguientes series:

(a) ) ,
2 2 2
z o 4.3 44 45
e*cosr=1+=x 3!35 4!3: 5!:1: + ...
(b)
T 2 5 2 5 2% g
e’ sinr =z +x +§l‘ —Eaz —51‘ + ...
Esboza estas funciones para algunos pequenos valores de x y explica el motivo de
que estas series contengan tanto potencias de exponente par como de exponente

impar, mientras que con las series en (5.23) y (5.24) no ocurre asi.

4) A partir de la serie (5.26) de (1 + ), obtén el siguiente polinomio

ala—1
(l‘ y)a P xafly ( o )xa72y2
ala—1)(a—3
( 3)|( )xa73y3
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y comprueba que converge para y/x < 1 para todos los valores reales de a.
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Capitulo 6

Un vistazo rapido a algunas
cosas que necesitaremos mas
tarde

6.1. Funciones de mas de una variable

En el comienzo de este manual, en la Seccién 3.1, aprendimos que una funcién
puede depender de mas de una variable: cuando subimos por una montana, pode-
mos recorrer una distancia x en direccién Este, y luego una distancia y hacia el
Norte (ambas medidos en relacién con un eje X y un eje Y, que parten desde el
origen O de la Fig.23). Al final, estaremos a una altura z sobre el plano horizontal
(que contiene a los ejes X e Y): nos habremos movido una distancia z sobre el eje
vertical Z.

Z-axis

Figura 23

(Si te has perdido, echa un vistazo rapido al Manual 2)
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El punto final P que alcanzamos tiene coordenadas x,vy, z y nos referimos a él como
“el punto P(x,y,2)”. Y si mantenemos z fija y continuamos andando, sin subir ni
bajar, entonces nuestro camino describird una curva de nivel: estard descrita
por una relacién f(z,y) = z = constante. Existird una curva de nivel para cada
valor de la altura, con lo que podemos hablar de una ‘familia’ de curvas, z; =
fi(x,y),z0 = fa(z,y), ... etc. (Si alguna vez has utilizado un mapa topografico,
sabras que mediante muchas curvas de nivel se puede obtener una clara imagen de
la forma del terreno sobre el que estds andando. Por ejemplo, cerca de la cima de
una montana los contornos tendrdn forma parecida a al de una circunferencia, y
la cima serd un punto P cercano a su mitad).

En este ejemplo, z = f(x,y) expresa la altura de cualquier punto en la superficie
como la funcién de dos variables independientes, las distancias recorridas en direc-
cién X e Y, pero en la ciencia, podemos encontrarnos infinitud de relaciones de este
tipo que poco tengan que ver con distancias. Asi que necesitamos extender lo que
sabemos sobre funciones de una variable a funciones de dos, o mas, variables. Es
facil hacer esto para dos variables, porque podemos ayudarnos de dibujos, y una
vez sepamos expresar lo que vemos en los dibujos como relaciones matematicas,
podremos aplicar lo mismo a un mayor nimero de variables: asi qu empecemos
desde la Fig.23.

Al avanzar en direccién Y, mantuvimos la z fija con el valor z = 0 tal que séloy y 2
cambiasen mientras subfamos por la montana, con z = f(0,y) — una funcién de una
unica variable. Tras andar en direccién Y (diagmos, hacia el Norte) hasta y = 1,
giramos y andamos hacia el Este. El camino de este nuevo recorrido estara ahora
descrito por z = f(x,1), una vez més, una funcién de una sélo variable — pero
distinta a la anterior.

Ahora bien, en el Célculo estamos interesados en conocer qué ocurre cuando
las variables aumentan en cantidades infinitesimales, dx,dy,dz, y en ratios co-
mo dz/0x, que expresan tasas de variacion, o pendientes. Si estamos en la cima de
la montana de la Fig.23 y avanzamos un poco (dz) en la direccién X, entonces el
cambio en z serd de

d
52 % (2, y)y i X 0

pero si avanzasemos en la direccién Y, una distancia dy, nos quedaria

d
0z & d—yf(w,y)x fija X 0Y.

Es conveniente reescribir estos dos cambios usando diferenciales en lugar de
‘deltas’ (revisa el Capitulo 2 para recordar qué eran): con esta notacién, la primera

expresién nos queda
0
dz = <—f> dz
oz y
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y la segunda,

_ (91
dz = <&—y>$dy

Cuando ambos cambios se realicen a la vez, entonces el cambio total nos quedara

_(9f of

(Ten en cuenta que, de la misma manera que hemos utilizado en varias ocasiones
dy/dz y df/dz para significar lo mismo cuando y = f(x), 0z/0x y Of/0z sig-
nificardn lo mismo cuando z = f(z,y); no importa si usamos el mismo nombre
para la cantidad z o la funcién f(z,y), que nos indica cémo obtenerla a partir de
xey)

Las cantidades que hemos puesto entre paréntesis, las que contienen “d onduladas”,
son las llamadas derivadas parciales. Son exactamente lo mismo que derivadas
normales, salvo por que estan definidas para funciones de m&s de una variable
independiente; y el subindice nos indica qué variable mantenemos fija (es decir,

tratamos como constante). Por ello, para una funcién f(x,y) hay dos derivadas
parciales, (0f/0x), y (0f/0y)s. Estas se definen como

(g) — m (f($+5w,y)—f(w,y)>’

ox 52—0 ox
(6.2)

<a_f) ~ <f(x,y+5y)—f($7y)>

8y oy—0 (5y
— exactamente igual que como definimos las derivadas normales, en el Capitulo 2,
Seccién 2.3, que deberias leer otra vez, para asegurarte.
Ejemplo

Como ejemplo de como funciona esto, estudia la funcién

z = f(z,y) = 2% — 2zy — 3y

y encuentra sus dos primeras derivadas, una para cada variable. Son las siguientes:

of\ of o
(%)y‘g“"‘gy’ (&), =0

Para obtenerlas, el proceso es sencillo; todo lo que se ha de hacer es derivar con
respecto a una variable, tratando la otra como si fuera una constante. Y con sdélo
dos variables independientes, no es ni tan siquiera necesario escribir los subindices,
ya que s6lo nos estan indicando que queda fija “la otra”. Esto es lo que haremos
de ahora en adelante.

Ahora, trata de hacer algunos de los ejercicios del final del capitulo.
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Hacia el final de la Seccién 2.3, cuando hablibamos de funciones de una séla
variable, vimos cémo obtener maés derivadas mediante la derivacién varias veces
de la funcién (dos veces para obtener la ‘segunda’ derivada, tres para obtener la
‘tercera’ etc. : d2f/da? and d3 f /dz3, etc.) y podemos aplicar lo mismo a funciones
de més de una variable. Si z = f(z,y) podemos primero obtener sus primeras
derivadas, como (9f/0z) en (6.2), y continuar de esta manera para obtener

- @@

Cuando hagamos mas de una derivacion, sobre méas de una variable, debemos
fijarnos en el orden en que derivamos: normalmente, en

0’ f
(39303/) ’
la operacién mas cercana a la funcion f es la que llevamos a cabo primero — pero
en otros libros lo hacen al revés, asi que ten cuidado. La regla que usamos nosotros
es parecida a la que utilizdbamos con los operadores D, D,. La segunda derivada
de la que hablamos puede escribirse de esta manera como D,D, f, lo que es mds

simple y claro. Y, al igual que con las funciones de una variable, podemos incluso
simplificar maés las cosas: las notaciones para la primera derivada son

O\ _p, ¢ 9\ _p f—
(5)=0s=te () =0s1=1 (6.4

etcétera.

y para las segundas tenemos
0% f 0 af

62
<8x0fy> = DDy f = fay (6.6)
(Fijate en que no es necesario poner una comilla en la funcién por cada vez que
la derivamos, ya que los subindices f, fzy, en (6.5) y (6.6) nos muestran qué y
cuantas derivaciones hemos hecho.) Los libros méas antiguos usan la notacién com-
pleta, es decir, la parte izquierda de estas expresiones, que es la original utilizada
por Leibnitz en los origenes del calculo, pero a menudo nosotros usaremos las ex-
presiones mas simples de la derecha. De cualquier manera, asegirate de aprenderte
bien todas.

En la Fig.24 puedes ver qué significan las derivadas, qué ocurre cuando x — z+dxz
yy—y+dy.
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A z:f(:v,y)

B: z= f(z+dx,y)

C: z=f(z+dz,y+dy)

D: z=f(z,y+dy)
L=

Figura 24
Ejemplo.

Vamos a buscar las segundas derivadas de la siguiente funcion.
z = f(z,y) = 23 + 4%y — 629> — 29°.
Derivando, obtenemos las primeras derivadas:
(0f J0x) = 3% + 8xy — 692, (Of/0y) = 4z* — 12xy — 612,

y derivando una vez mas, obtenemos cuatro derivadas segundas distintas:

0% f 0’ f
) = =8z — 12
<8x2> 6 + 8y, <8:1:8y> 8z Y,

o0 f 0 f
<8yax> = 8z — 12y, (8—y2> = —12z — 12y.

Fijate en que los resultados de las derivadas ‘mixtas’ (en las que derivamos una
vez con respecto a x y otra con respecto a y) son exactamente iguales: no importa
sobre qué derivemos primero. Esto se cumple para todas las funciones que hemos
llamado ya en varias ocasiones “de buen comportamiento” (lo que implica que hay
un unico valor de z para cada combinacion de las variables independientes, que la

funcién es continua y derivable, etc.).

La Fig.24 nos muestra cuatro puntos vecinos A,B,C,D en la superficie: estan sobre
las esquinas del rectangulo dle suelo, que estd contenido en el plano XY. Las
lineas discontinuas forman un plano que pasa por A, y es paralelo a la base, para
que puedas ver facilmente las pendientes de los lados de la cara superior. Estas
pendientes son

pendienteAB = <g_£> = Da:f = fiv(x)y)v

0
pendiente,p, = <8_£> =D, f = fy(z,y).
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Aqui las expresiones de la derecha nos muestran también las variables para el
punto A en el cual se evaltian las derivadas. La pendiente del lado BC, en el punto
B sera

of

pendientegq = <5_y> =D, f = fy(z +dz,y).

Nota que esta es la pendiente en la direccion Y, donde sdlo cambia la x, y es
evaluada usando las variables dle punto B. jPor qué no damos férmula para la
pendiente en la direccién X? Simplemente porque sélo la y estd cambiando si nos
movemos por BC y la pendiente X es por tanto 0. Ahora mira a los puntos C y D
y escribe las pendientes de los lados BC y CD. (Haz un dibujo grande de la Fig.24,
para poder escribir sobre él y ver qué estéds calculando)

En resumen, partiendo desde A, a una altura z = f(z,y), se puede incrementar z
un poco, manteniendo y fija, lo que nos lleva a B donde z = f(x +dz,y). Entonces
puedes aumentar y en una pequena cantidad dy, lo que nos conduce hasta C donde
z = f(x+dz,y+dy); y luego hasta D, cuya altura es de z = f(z, y+dy). Si conoces
las pendientes en la direccién X e Y, en el punto inicial A, puedes estimar las
alturas de los otros puntos B,C,D sin tener que re-calcular la funcién: por ejemplo,
la altura de B serd z + dz con dz ~ (0f/0x)dx, donde la aproximacién es mejor
cuanto menor es dx. Esto significa que estamos tomando el lado AB como una
linea recta, tocando la superficie en el punto A, cuando, en realidad, puede estar
curvada. (Mira la Fig.14 en el Capitulo 2.) Lo mismo es cierto para el punto D,
usando la pendiente de AD, que estd en la direccién Y. Pero para obtener z + dz
en el punto C debes comenzar en B; y no conoces la pendiente del lado BC, a
pesar de que parece que serd, aproximadamente, la misma que la de AD. Asi que
debemos permitir dos cambios — el cambio en el valor de f y en el de su primera
derivada fz’/ a medida que vamos de A a B. Para estimar el cambio en f, cuando x
varia desde x en A hasta z + dz en B, debemos introducir una sequnda derivada.
La pendiente en Y f, es también una funcién de = e y, por lo que podemos decir

Dx fy(xay) = Dny f(x,y) = fxy(xay)~ (67)
De la misma manera, la pendiente X f,(x,y) de AB cambiara con la tasa
Dy fy(xuy) = DyD, f(z,y) = fyx(xuy)- (6.8)

Con lo que sigue que

slopepc ~ slopeap + fay(z,y) x dz

y, multiplicando por dy, el aumento en z yendo desde B hasta C serd
Sy y)dy + foy(z, y)dady.

Ahora esta claro que para tener en cuenta el cambio de pendiente desde un lado
de la superficie ABCD al opuesto (p.ej. desde AC a BD), hemos de conocer las
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segundas derivadas ‘mixtas’ fy, v fyz. Y para tener el cuenta el cambio en la
pendiente f, cuando nos movemos por cualquiera de los lados (p.ej., desde A
hasta B) también debemos conocer las segundas derivadas fr, ¥ fyy-

Como ya nos hemos hecho una imagen de lo que estamos haciendo, podemos usar
las matematicas de la Seccién 5.3. Pero si el siguiente proceso te resulta complicado,
puedes saltartelo e ir directamente a la ecuacion (6.12).

El teorema de Taylor en la forma (5.17) nos da una manera de expandir cualquier
funcién f(x 4+ h) en torno al punto general x, mediante potencias de h. Si lo
utilizamos con nuestra nueva notacion para las derivadas, toma la forma

f@+n) = f(@)+ hfe(z) + (B /2) fra(@) + (h%/3]) foua (@) + ., (6.9)

donde h es el cambio que estamos aplicando a x y todas las derivadas son evaluadas
sobre el punto inicial A~ = 0. Para una funcién de més de una variable, no hay
mucho que cambiar: f(z,y) ahora nos da la altura z en el punto A de la Fig.24
y si mantenemos y fijo, moviéndonos sobre la superficie ABCD tnicamente en
direccién X, (6.9) puede ser reescrita como

+ (h3/3) foze(z,y) + ... ) (6.10)

donde todas las derivadas son parciales, con y tratada como constante.

Ahora pensemos en cambiar la segunda variable y, partiendo de A y aumentdndola
y — y + k mientras que mantenemos la primera variable fija, con su valor original.
La funcién f(z,y) y todas sus derivadas — que son también funciones de x,y —
pueden ser expandidas en potencias de k, usando y en lugar de = y k en lugar de
h. Asi que moviéndonos sobre la superficie ABCD en la direccién Y, para cualquier
valor fijo de z podemos decir

flae,y+k) = flay) +Ekfy(zy) + E/2) fy (2,9)..
f$($7y+k) = fg;(x,y)—l—kfyx(fv,y)...,
Joa(x,y + k) = fax(z,y)... . (6.11)

Fijate en que, cuando hay dos subindices en una funcién, el primero se refiere a la
ultima variable cambiada.

Finalmente, podemos usar los resultados de (6.11) para expandir f(x + h,y + k)
en potencias de h y k a la vez. Cambiando y a y + k en (6.10), los primeros tres
términos nos dan

fle+hy+k)=
@y + k) +hfe(z,y + k) + (h?/2) foo(z,y + k) + ...
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Y ahora podemos sustituir las tres funciones de la derecha, utilizando las ecuaciones
de (6.11). El resultado es
fle+hy+k)=
flxy) + kfy(z,y) + (k2/2!)fyy(x,y) t o
+h x [fo(z,y) + kfye(x,y) + ... (Term 2),
+ (h2/2)) X [fan(@,y) + o (Term 3),

Para que esto quede mds bonito y facil de memorizar, podemos re-ordenarlo:

fle+hy+k)=f(z,y)
+ hfe(w,y) + kfy(2,y)
+ %[thm(x,y) + 2hk fyo (2, y) + kayy(xay)]-
(6.12)

Algunas consecuencias de todo esto

, Qué podemos obtener de todo esto que hemos hecho? La primera consecuencia, o
corolario, de todo esto, es la que sigue de (6.12): para cualquier funcién con buen
comportamiento de dos variables independientes, el orden en que realizamos sus
derivadas parciales no importa. Algebraicamente,

0? 0?
0.0, = (300 ) = (53 ) =OPef @) (613)

donde hemos mostrado dos notaciones distintas para las segundas derivadas. En
otras palabras, los operadores D, y D, conmutan: D,D, = D,D,.

Esto vimos que se cumplia en el ejemplo que seguia a la ecuacién (6.6), pero no
tratamos de demostrarlo. Ahora si podemos, porque cambiando el orden en que
cambiamos * — z + h e y — y + k, llegamos a

+hfe(z,y) + Efy(z,y)
+5 02 fua (2, y) + 20k fuy (2, y) + K fyy (2, 9)],

en lugar de (6.12). Pero estos resultados han de ser idénticos a los anteriores, es
decir, deben dar el mismo valor z en el mismo putno (z + h,y + k); pero las dos
expresiones para f(x + h,y+ k) difieren sélo en la derivada segunda mixta, que es
fyz(x,y) en (6.12) y fuy(z,y) en la nueva expresién. Esto prueba la igualdad de
(6.13).

Una segunda consecuencia concierne a la existencia de funciones con buen compor-
tamiento z = f(x,y), que pueden ser representadas como una superficie en la que
cada par de valores x,y define un Unico punto a una altura z. Para tal superficie,
hemos visto que, para los cambios infinitesimales dz(= h), dy(= k),

_(9f of
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La suma de los dos términos de la derecha se llama diferencial total de z =
f(z,y). Pero supongamos que el cambio en alguna cantidad estéd relacionado con
dz,dy de la siguiente manera

A = M(z,y)dz + N(z,y)dy,

donde sélo los coeficientes de dx y dy nos son dados como funciones de x e y.
., Cémo podemos saber si A es el diferencial total de alguna funcién con buen
comportamiento de las variables z, y?

Hay un método sencillo para comprobarlo; ya que si A = dz por la ecuacién (6.14)

tenemos que
0 0
)= (ai) o) = (ag)

Esto requiere, viendo la (6.13), que

(5)-(2)

siendo cada lado de la ecuacion igual a la segunda derivada mixta

0% f
0xdy )’
Cuando se cumplen estas condiciones, decimos que Mdxz + Ndy es un diferencial

exacto y es equivalente al diferencial total (6.14) de alguna funcién con buen
comportamiento z = f(z,y).

Lo que todo esto significa es, si volvemos al ejemplo de la subida por la montana
en la imagen Fig.23, que podemos ir desde el punto A, a una altura z = f(x,y),
hasta cualquier otro punto de la superficie sin importar el camino que tomemos.
Puedes ir primero un poco hacia el Norte, luego caminar mucho hacia el Este, etc.
Pero es la distancia total recorrida en cada direccion la que determina la altura que
alcanzas al final: z es una funcién unica y de valor unico de x e y. Este, en cambio,
no seria el caso si hubiera un acantilado entre dos posibles rutas: de esta manera,
con exactamente los mismo valores de z e y, podriamos estar en dos puntos a
distinta altura, uno en la cima del acantilado, y otro en el fondo del barranco.En
este caso, z no seria una funcién de valor nico, derivable y continua.

En la Fisica y la Quimica existen cientos de ejemplos en los que alguna magnitud
depende de dos o mas cantidades (z,y, ... ) y el cambio total en esta magnitud de-
pende de la “ruta” que tomemos cuando cambiemos las variables independientes.
Para hacer las cosas mas sencillas, normalmente tratamos de encontrar magnitudes
que dependan unicamente de los valores finales de las variables de las cuales de-
penden. Estas funciones ndependientes del caminno trazado’ son particularmente
importantes. Para enonctrarlas, necesitaremos las conclusiones obtenidas en esta
seccién.
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6.2. Las ecuaciones diferenciales

Ya nos hemos encontrado algunos tipos de ecuaciones diferenciales, en las
cuales tenemos una relacién entre una funcién y = f(z) y sus derivadas f'(z) =
dy/dx, f"(x) = d®y/da?, etc.; y para solucionarlas tenfamos que encontrar la for-
ma de la funciéon que satisfaciese la relacion dada. No hay suficiente sitio en un
Unico capitulo de un pequeno manual para hablar demasiado sobre este tipo de
ecuaciones, por lo que tendremos que contentarnos con unos pocos ejemplos sen-
cillos.

Ecuaciones de primer orden

En el Capitulo 2, la velocidad v de un cuerpo en caida libre era una solucién de la
ecuacion diferencial

dv

i
En este caso la aceleracién a, que normalmente denotamos por g, se considera
constante. Es la tasa de incremento de v con el tiempo ¢, y la solucién de la ecuacién
es v = vg + at, donde vy es otra constante. Puedes comprobar esto derivando, con
lo que obtendrés dv/dt = a. Y puedes ver lo que la constante vy significa aplicando
t = 0 en tu solucién, que nos da v = vy para t = 0 (esto es, el tiempo en el que
comienza la caida, que hemos considerado 0).

a (a = aceleracién de la gravedad).

Esta ecuacién diferencial es de primer orden porque contiene sélo una primera
derivada; y la solucién general contiene una constante (vg). Una solucién par-
ticular sigue si elegimos esta constante para que satisfaga una condicion de
contorno, que en este caso es v = vy — en el limite (‘contorno’) de la variable
tiempo (¢ = 0 en el comienzo del movimiento).

Otra ecuacién diferencial de primer orden que nos hemos encontrado con anteri-
oridad es la que define a la funcién exponencial. Si y = e*, entonces

d
dy _ o
dx
Esta funcién describe el crecimiento de una poblacién (Seccién 1.4 del Capitulo 1)
cuando reemplazamos las variables x e y por n (nimero de generaciones, equiva-

lente al tiempo) y N (nimero total de personas en un determinado tiempo t). En
la ecuacién (1.9) la solucién que obtenemos es

N = Nyexp(cn)
y si ésta la derivamos con respecto a n obtendremos

N
(ji—n = cNpexp(cn) = ¢N.

Esta parece algo més dfiicil. dN/dn = ¢N no nos da la derivada en funcién de la
variable independiente n, asi que con la notacién usual, se leerd dy/dz = cy. Pero
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continia siendo una ecuacién de primer orden y la solucién general contiene una
constante, Ny, la cual necesitaremos fijar a partir de una condicién de contorno: en
el comienzo, cuando n = 0, el niimero de personas total serda de N = Nye® = Ny,
asi que hemos fijado la constante para obtener una solucién particular correcta.
[Necesitas al menos dos, pero teniendo millones, !puedes olvidarte de ello por aho-
ral] La otra constante ¢ te serd dada de manera exerna, como la g en el primer
ejemplo, es parte del problema — no la solucién.

Ecuaciones de segundo orden

Una ecuacién diferencial de segundo orden es aquella que contiene segundas
derivadas. Su forma general es
d?y

() L+ alely = (), (6.16)

donde p(x), q(z),r(x) son funciones dadas de la variable independiente z, e y =
f(z) es la solucién general requerida. Si la funcién r(x) de la derecha es cero,
entonces las llamamos homogéneas, y en caso contrario, no homogéneas y las
soluciones son de dstinto tipo. En esta introduccién las mantendremos del tipo
simple, con r(x) = 0 y con los coeficientes p(x), q(z), y r(x) constantes. Veremos
ejemplos de la ecuacion
Py dy

EPo) + a + by =c, (6.17)
la cual es una ecuacién lineal con coeficientes constantes. La ecuacién maés
simple de este tipo es d?y/dz? = constante, con la cual nos encontramos en la
ecuacion (2.2) y formalizamos verbalmente al comienzo de esta Seccién: la veloci-
dad de un cuerpo en caida libre aumenta a una tasa constante. Tomaremos esto
como nuestro primer ejemplo, entrando para ello en un poco més de detalle.

Ejemplo 1. Caida libre — y paracaidas

En el lenguaje del calculo, dv/dt = g (aceleracién de la gravedad); y como v =
ds/dt, donde s es la distancia caida en un tiempo ¢, la ecuacién bésica se convierte
en 2

d—tj — g (6.18)
En la ecuacién (2.4) del Capitulo 2, encontramos una solucion, s = f(t), mediante
un método gréfico: reescribiéndola con la nueva notacién, nos quedaria s = % gt
Para asegurarnos de que esta funcién efectivamente cumpla (6.18) tan sélo hemos
de derivarla dos veces, para obtener primero ds/dt = %g X 2t = gt, y después
d?s/dt? = g. Pero esta no puede ser la solucién general, ya que una ecuacién de
segundo grado debera tener uan ecuacion con dos constantes arbitrarias —y aqui no

tenemos ni tan siquiera una.

Para obtener la solucion general slo tenemos que recordar que cada vez que deriva-
mos perdemos una constante; asi que cuando derivamos ds/dt (= v) podiamos
haber anadido una constante (llamémosla vy, ya que tiene las unidades de la ve-
locidad — ‘distancia partido por tiempo’) que hubeira desaparecido en el proceso.
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Podriamos reemplazar v por v + vy y el resultado todavia satisfaceria la misma
ecuacién diferencial. Lo mismo es cierto para la distancia caida, s, si cambiamos s
por s + sg. Por lo que la solucién general parece ser

s = 8o + vot + 3gt* (6.19)

y es facil comprobar que esto también satisface (6.18). Las constantes claramente
corresponden a condiciones de contorno paticulares para t = 0. Si tomamos ¢t = (
como el instante en que dejamos al cuerpo caer, entonces s = sg es la distancia en
el comienzo de la caida (desde donde quiera que la midamos). Y como v = ds/dt =
vg + gt esta claro que v = vy cuando t = 0 — es la velocidad ‘inicial’. Si dejamos
al objeto caer desde el reposo, en una posicién sy = 0, entonces s = %th es la
solucién particular de (6.18) que corresponde a estas condiciones de contorno.

Pero, jes la expresion (6.18) realmente correcta? — porque la solucién implica que
la velocidad de cualquier cuerpo en caida libre aumentara infinitamente, tomando
valores tan grandes como quieras, si esperas lo suficiente. Esto no es lo que ocurre
en la realidad, asi que esta ecuacinn no debe ser totalmente correcta. De hecho, es
s6lo una aproximacién, ya que deja fuera cualquier otra fuerza que se oponga a
la gravedad, y que por tanto, reduzca la velocidad de caida. En lugar de (6.18),
realmente deberiamos usar
2

% = % =g — kv, (6.20)
donde la constante k depende de a través de qué fluido esté cayendo el cuerpo.
El nuevo término, —kv, es proporcional a la velocidad (se duplica si duplicamos
v), y tiene signo negativo porque actia en contra de la gravedad, tratando de
reducir la tasa de caida. Para un cuerpo que caiga a través del aire, kK normalmente
se deprecia. Pero sigue estando ahi, como habras comprobado si alguna vez has
saltado a un rio desde un puente alto: cuando caes, cada vez mas rapido, puedes
sentir el aire rozando contigo para frenarte — pero k no es suficientemente grande y
te chocas contra el agua provocando una gran salpicadura. Si en lugar del puente
saltases desde un avién o helicéptero, més te vale llevar un paracaidas contigo: se
llena con aire, como un paraguas cuando hace viento, y frena tu caida hasta que
tocas el suelo con una velocidad muy reducida. Te da un valor de £ mucho mayor.
Y ahora ya entiendes por qué esto es importante, y por qué queremos resolver
(6.20).

Para obtener una solucién de esta ecuacién vayamos primero a por la velocidad,
dando la vuelta a la ecuacién para que nos quede

1 do
—a b (6.21)

Si eres muy avispado, te habras dado cuenta de que esto se conecta con lo que
aprendimos en la Seccién 4.3: puedes integrar la ecuacién, con respecto al tiempo,
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escribiendo

/ L dvg (6.22)

g— kv dt
y mas tarde solucionando la integral
dv 1
=—=1 — kv).
/ ke & og(g — kv)

(Utiliza la integral estandar dada en (4.24) tomando ((g — kv) = u)). Otra manera
de solucionar (6.21) es darle la vuelta usando (4.24): en este caso se convierte en
dt/dv =1/(g — kv) y la integracién nos da

) (g—kv) ) udu  k &

— exactamente lo mismo que antes.

Poniendo este resultado en (6.21) obtenemos ¢t = —(1/k)logu, o (ya que la inte-
gracién siempre nos da una constante arbitraria, C')

t =—(1/k)log(g — kv) + C.

Esta constante esta fijada por las condiciones de contorno: en ¢ = 0 suponemos
que el cuerpo cae desde el reposo (v = vy = 0). Asi que C' = (1/k)logg; y en un
tiempo posterior ¢ tenemos que

g
kt = log g — log(g — kv) =1
og g —log(g — kv) = log <g = kv) :

ya que log A — log B = log(A/B).

El resultado final queda mas claro en forma exponencial:
(k/g)v =1—e . (6.23)

Esto satisface las condiciones de contorno, porque con ¢ = 0 tenemos v = vy = 0
(comenzando desde el reposo), y predice una velocidad terminal

vr = g/k, (6.24)

cuando t toma valores infinitamente grandes. Esto es lo que necesitas calcular
si estds disenando paracaidas: ;Como de grande debe ser la constante k para
garantizar un aterrizaje seguro? Puedes también calcular cémo de lejos caeras,
integrando la velocidad, v (= ds/dt), dada en (6.23). {Piensa en ello!

Ejemplo 2. Péndulo simple

Cerca del principio del Manual 1 hemos hablado de medir cosas y, en particular, del
tiempo. Todos hemos visto alguna vez relojes de péndulo, donde un cuerpo pesado
cuelga de una cuerda, o palo, que se balancea de lado a lado. Cada doble balanceo
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del péndulo (un balanceo hacia delante y otro hacia atrds) marca una ‘unidad de
tiempo’ y si queremos saber cudnto tarda algo en ocurrir, tan sélo contamos el
numero de balanceos del péndulo que se dan mientras ese algo ocurre: y esto es lo
que hace el reloj cuando te da t como un nimero de unidades (segundos, minutos
y horas).

El péndulo es un ejemplo de oscilador y el tiempo que tarda en hacer una os-
cilacién completa se llama periodo. Para hacerlo oscilar, has de desplazar la punta
una distancia, y digamos, desde su posicion de equilibrio en la que estd durante
el reposo, después lo sueltas, y el péndulo oscila. Su movimiento puede ser de-
scrito por una ecuacion diferencial de segundo orden (ten en cuenta que la variable
independiente es ¢t y que el desplazamiento y depende de t):

d?y

donde w (‘omega’ es el simbolo que generalmente se utiliza para hablar de velocidad
de oscilacién) es una constante y el signo ‘menos’ significa que la velocidad lado
a lado del péndulo (dy/dt) es siempre hacia la posicién de equilibrio, en la que
y = 0. Buscaremos la solucion general de esta ecuacién, pero primero miremos
a resultados obtenidos anteriormente en este mismo capitulo para ver si tenemos
alguna funcién que nos pueda dar soluciones ya listas.

La Tabla 1 de la Seccién 4.1 tiene varios resultados clave. En ella encontramos que
si y = sinx entonces dy/dz = cosx; y si y = cosz entonces dy/dz = —sinz. Y
estos resultados se pueden extender facilmente a y = sinax, y = cos ax. Por tanto,
realizando un cambio de variable ax = u y aplicando (2.22), obtenemos

d d du

—sinar = —sinu X — = cosu X @ = a Ccos ax,

dz du dx
y un resultado similar para y = cos ax. Juntandolos,

— sinar = acosaxr, —— cosar = —asinaz. (6.26)
dz dx

Ahora haz las dos derivaciones, una tras otra, para obtener

dz | d .
— sinar = —(acosar) = a(—asinax).
dx dz
Esto siginifica que si derivas la funciéon y = sinaz dos veces con respecto a la
variable z, recuperas la funcion original, multiplicada por —a?. Y ocurre lo mismo
para la funcién y = cos ax:
2 2
d . o 2 . d _ 2
—5 sinar = —a”sinar, —cosax = —a”cosax.
dz dz
En la ecuacién diferencial que buscamos resolver, (6.25), la variable independiente
era t (en lugar de x) y el desplazamiento y era una funcién de ¢. Con esta notacién,
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las ultimas dos ecuaciones nos quedan

d2y d2 . 2 .

= = g at = —a” sin at,

d? d?

d—tg = @ cosat = —a’ cos at (6-27)

y dan dos soluciones de (6.25). Si sustituimos a = w las soluciones serfan

Y1 = sinwt, Y2 = cos wt. (6.28)

Pero nosotros buscamos una solucién general, con dos constantes arbitrarias —
jcudles son? Estd claro que cualquier solucién en (6.28) puede multiplicarse por
una ocnstante, llamémosla A o B, y seguird siendo una solucién valida. Para
comprobar esto, es suficiente con reescribir la ecuacién original en la forma

Ly = D%y + w?y =0, (6.29)

donde L = D? + w? es un operador lineal, y si y es una solucién, también lo
serd Ay. De manera ain més general, si y; e ys son dos soluciones, también lo
serd y = Ay1 + Bys; ya que

Ly = L(Ay; + Bys) = A(Ly1) + B(Lys) = A x 0+ B x 0.
Y asi tenemos la solucién general:
y = Asinwt + B cos wt. (6.30)

Recuerda que las funciones seno y coseno, que definimos mediante series en (1.6),
tienen la forma vista en la Fig.6: cuando el argumento de la funcién, wt, aumenta
en 2m, el valor de la funcién comienza a repetirse, y el ciclo de todos los distintos
valores se ha completado. El periodo T se define por tanto como w7 = 27, mien-
tras que la frecuencia ‘nu’ de la oscilacion — el niimero de oscilaciones completas
por unidad de tiempo —es v = 1/T": por ello

27 1 w
T=— === — 6.31
w’ v T 27 ( )

Ejemplo 3. Creando miisica

Multitud de instrumentos musicales forman su sonido a partir de las vibraciones
de una cuerda fuertemente estirada, la cual se puntea (tirando hacia de ella hacia
un lado y més tarde soltdndola) o se frota (por ejemplo, con un arco). La forma
de la cuerda vibrante puede ser, por ejemplo, como la de la Fig.25:
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y-axis

X-axis

Figure 25

Pensemos en una cuerda de longitud L, estirada entre sus dos extremos: si la
punteas, y esperas a que estabilice, vibrard produciendo un sonido.

Aqui los extremos de la cuerda estan fijos en x = 0 y x = L y el desplazamiento
y = f(x) estd magnificado. {Pero qué ocurre con el tiempo t? Esta vez no vamos
a tener otra ecuacion diferencial corriente, sino una ecuacién diferencial parcial;
porque el desplazamiento y en un punto z sobre la cuerda dependerd también de
t a medida que la cuerda vibra hacia arriba y abajo. Necesitaremos una ecuacién
para determinar y = f(z,t), que es una funcién de dos variables.

La ecuacién que necesitamos parece ser sencilla. El desplazamiento y, para cada
punto x, varia con el tiempo siguiendo la ecuacién (en la que hemos utilizado 0 en
lugar de d ya que hay dos variables, x,y, ademés de t):

0? 1 62

-2y (6.32)

ot 2 ot?

Aqui ¢? es una constante positiva (por ello la hemos escrito como un cuadrado),

que depende de cuédnto estires la cuerda, y de su peso. A mayor tensién (cuanto
mas estires) de la cuerda, més rapido vibra ésta; en cambio, cuanto mas pesada
sea, se moverda mas lento. Esto lo veremos mads claro en el Manual 4, pero por
ahora s6lo buscaremos una solucién para (6.32) que es una “ecuacién diferencial
parcial de segundo orden con dos variables”. Nada menos.

La Fig.25 sugiere que, incluso cuando vibra, la cuerda podra tener una cierta
‘forma’ y = y(x) en cualquier instante. ;Podemos encontrar soluciones particulares,
en las cuales la cuerda mantiene su forma y simplemente se mueve hacia arriba
y abajo? — siendo el desplazamiento en cualquier punto mayor o menor a medida
que t cambia. Para ver si esto es posible tratemos de buscar una solucién de la
forma

y(z,t) = F(z)T(t). (6.33)

Este es un ejemplo de ‘separacién de variables’, que es generalmente 1til para
resolver ecuaciones diferenciales parciales, a pesar de que no suele llevar a una
solucion general.

Ahora sustituye (6.33) en (6.32) y observa qué ocurre. Tenemos que encontrar las
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dos funciones, F'(x) y T(t), tales que

<‘f75> T(t) = 5 F (@) (%) , (6.34)

donde hemos utilizado derivadas normales en lugar de parciales, porque hemos
derivado funciones de una variable, como F(z) y T'(t).

Esto, sin embargo, no parece mas sencillo que antes. Pero divide ambos lados de
la ecuacién entre F'(x)T'(t) y obtendras

1 (d°F 1 [d*T

=== —], (6.35)

F \ dz? 2T \ dt?
donde todo el lado izquierdo depende tinicamente de = y todo el derecho depende
solo de t. ;Cémo es esto posible? Si ambos lados fueran iguales en un determinado
momento, podriamos esperar un tiempo ¢, y volver a mirar la ecuacién, y sélo el
lado derecho habria cambiado — jasi que cémo pueden permanecer los dos lados
iguales?
La ecuacién (6.35) puede seguir cumpliéndose si separamos ambos lados y los
igualamos ambos a una misma constante de separacién C, que no dependa

ni de x ni de t. De esta manera, hemos “separado las variables” y tenemos una
ecuacién para determinar F'(x) y otra ecuacién independiente para determinar

T(t).
1 /d°T 5
f@@)—c“

La ecuacién para T'(t) es
donde la constante de separacion aparece a la derecha. Esta 1ltima ecuacién tiene
exactamente la misma forma que (6.25) si consideramos Cc? = —w?; asi que ya

tenemos la solucién para el factor tiempo T": lo tenemos ya en la (6.30) como
T(t) = Asinwt + B cos wt. (6.36)

Ademsds, no necesitamos mantener ambos términos ya que realmente son la misma
funcién, que oscila hacia arriba y abajo cuando cambiamos ¢ moviéndonos por el
eje del tiempo. En la Fig.25, podemos ver una oscilacion que comienza en y = 0
cuando ¢t = 0 (los valores t estdn representados horizontalmente, en el eje de
abscisas) y si medimos los valores del tiempo desde ese punto, los valores del seno
nos son suficientes: el coseno es exactamente igual, solo que estd desplazado en el
eje t de tal manera que da y = B para t = 0 — lo cual no queremos.

La expresion de la izquierda en (6.34), igualada a la misma constante de separacién
C', nos proporciona la ecuacién para determinar F'(z):

(55 = o=ty
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y, al igual que antes, la solucién general serd una combinacién de dos términos:
sin(w/c)x y cos(w/c)z. En este caso también, no nos es necesaria esta solucién
general, ya que y = 0 en los dos limites de la cuerda donde x = 0y x = L: el
término del coseno no encaja ya que cos0 = 1, por lo que la solucién debe ser de
la forma F'(z) = sin(w/c)x. Y esto debe ser cero cuando = = L. Estas condiciones
de contorno son muy importantes: la funcién seno sélo puede ser cero para valores
de su argumento ((w/c)x) que sean miltiplos enteros de 7. Asi que las tnicas
funciones aceptables F'(z) deben cumplir wL/c = nm donde n es un entero. Por lo
tanto la funcién F'(x), que determina la ‘forma’ de la cuerda vibrante, debe ser de
la forma F(x) = Asin (”T”) x. Y si incluimos el factor tiempo, el primer término
de (6.36), entonces nuestra solucién particular quedara de la siguiente forma

nm nm
y(x,t) = Asin(w/c)x sinwt = Asin <T> x sin (f) ct. (6.37)
Donde A es una constante arbitraria llamada amplitud de la vibracién: y como la
funcién seno toma valores comprendidos siempre entre +1 y —1, el desplazamiento
de cualquier punto de la cuerda debe siempre estar entre +A.

Esta solucion nos cuenta todo lo que debemos saber sobre una cuerda que vibra.
El periodo y la frecuencia se pueden obtener a partir de la (6.31), si sustituimos
w = (nmc/L) nos queda
2L ne
T=—, V= —.
ne 2L
Fijate en que hay una soluciéon para cada valor entero n = 1,2,3,... y que estas
soluciones alternativas surgen como resultado de las condiciones de contorno, y =0
en los dos extremos de la cuerda (z = 0,2 = L) en los que est4 fija. La vibracién
indicada en la Fig.25 corresponde a n = 2 y en general n indica el nimero de
‘medias ondas’ que pueden encajarse en la cuerda. El ‘modo de vibracién’ para
un valor dado de n es el llamado “nésimo modo normal”. Para n = 1 se llama
“fundamental”, mientras que a mayores valores de n los llamamos “arménicos”.
Si punteas una cuerda cerca de su mitad, el sonido que obtendrés sera parecido
al fundamental, mientras que si te alejas del centro, se producird un sonido como
mezcla de arménicos. La frecuencia del sonido también puede manipularse si esti-
ramos mas la cuerda, o si usamos una mas pesada, lo que variaria el valor de c.
Todo esto son factores a tener en cuenta para el diseno de instrumentos musicales.

(6.38)

6.3. Las autofunciones

El ejemplo 3 de la ultima seccién introdujimos un importante concepto nuevo,
que nos abre todo un nuevo campo de las matemaéticas. Una ecuacién diferencial
que contiene un pardmetro (como la constante de separacién C o la constante
relacionada w), y que tiene soluciones unicamente para ciertos valores especiales
del pardametro, se denomina
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Una mirada hacia atras

En el Manual 3 hemos aprendido cémo podemos utilizar las matemadticas para
describir las relaciones entre magnitudes que podriamos necesitar para realizar
medidas. Por ejemplo, como la distancia s que nos desplazamos puede depender
del tiempo t que nos lleva el hacerlo, y como podemos expresar esto mediante
el lenguaje de las matemadticas escribiendo s = f(t). Mediante palabras, esto se
expresa diciendo que “s es funcion de t”, donde f es el nombre que damos a la
regla que nos indica cémo obtener el valor de s para cualquier valor dado de t.

e FEl capitulo 1 vimos que hay tres formas de describir una relacién y = f(z):
(i) elaborando una tabla que muestre los valores elegidos para la variable
independiente x y los valores correspondientes a la variable dependiente
y; (ii) ‘dibujando’los pares de valores (z1,y1), (z2,y2), . . . para conseguir una
grafica de la relacién; o (iii) utilizando funciones matematicas ‘estdndar’,
tales como y = 2™, y = sinx, y = €%, etc. Ademds, aprendimos algunas
nociones sobre las funciones estandar mas sencillas y la forma que presentan
sus representaciones graficas.

e Fn el capitulo 2, nos hemos encontrado con todas las ideas principales del
calculo infinitesimal: la diferenciacién, para determinar cuan répido
cambia la funcién y = f(z) cuando x varia, y la integracion, para hallar
el drea bajo la curva y = f(z) entre los limites 1 y x9. Ademds, sabemos
lo que todo esto significa y como podemos utilizarlo. El resultado de derivar
y = f(x), que se escribe dy/dx = f'(x), es la derivada de la funcién, que
es a su vez una nueva funcion de zx.

e FEn el capitulo 3, nos centramos en las derivadas de ciertas funciones estandar
y fuimos capaces de derivar cualquier cosa que pudiésemos expresar en térmi-
nos de dichas funciones (como sumas, productos, etc.).

e En el capitulo 4 nos detuvimos en el problema de la integracion de cualquier
funcién dada, que es mas complicado debido a que no existe una regla sencilla
y hay que utilizar ‘trucoséspeciales. Sin embargo, la integracién es tan 1til
que necesitamos saber céomo hacerla incluso si no podemos encontrar un
truco para ello. En tal caso, encontramos métodos numéricos que requieren
Unicamente una tabla de valores de x e y y nos dan lo que necesitamos
mediante aritmética simple.

e Fn el capitulo 5 regresamos a las series de potencias, mediante las cuales
una funcién dada puede representar de la forma y = f(z) = ag+a1z+asz®+
---. El teorema de Taylor nos mostraba como elegir los coeficientes que
acompanan a cada potencia de x.
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e Finalmente, en el capitulo 6, echamos un vistazo a algunas cosas que no se
suelen ver normalmente antes de ir a la Universidad. Aun no las necesitare-
mos, pero cuando ello ocurra, serdn como ‘viejos amigos’(no mas dificiles de
lo que hemos estado haciendo hasta ahora).
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algebraic 12, 14
asymptotes of 11
bounded 15
continuous 11
defined by series 17
explicit, implicit 12-13
inverse 16-18
normalized 195
of many variables 137
orthogonal 195
periodic 15
principal values 88
polynomial 14
scalar product of 195
single-valued 11
singularities of 11
transcendental 12

Integrals,
definite 38
indefinite 40
Tables of, 93, 100
Integration, 38, 80-133
as inverse D™1 40
‘by substitution’100-105
‘by parts’106-109
limits (upper,lower) 91
numerical 109-115



some applications 91-99

Limits 21, 31-35
Logarithm logz 18, 21
series for log(1 + z) 131

Maximum/minimum 44, 54

Operator (D) 40, 43, 83
linear 161

Oscillation, 158
frequency and period 161

Partial derivatives 140-151
and Taylor’s theorem 148
commuting 149

Power series 124

Relationship 2
tabular 3
graphical 4
functional 8

Separation constant 164

Series and sequences 118-124
convergence etc 124-128

Slope 25-26, 144-146

Slopes and areas 37-42

Taylor expansion 129, 135

examples of 130-134
Taylor’s theorem 126-129
Total differential 150
Turning point 54

Variable 2

dependent 3

independent 2
Velocity (and speed) 23-24
Vibrations, 161

amplitude of 165

(see also Oscillation)
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